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'A6 T H É O R I E D E S N Q M B R E S. 

Par exemple, si 0=69; tout diviseur àç la formule i'+Sgu*' 
pourra être représenté par la formule ' ,, , 

^=iï8z-{- 1, 3,5,7, g î i5, 17, ig,2i, 35} 37, 29j35'>4i, 45^ - 
49, 5 1 , 53, 57, 63 î 7 1 , 75, 79^ 8 1 , 85 i 87, ç^yi\fSj 1 07^ 

Ou démontrera aussi j comme dans le c^s précédent ,. que ^ut 
nombre premier compris dans la forme linéairç .^cs-jt-jï çst fié'* 
cessaireroent diviseur de (•4-ca*. , ■ : 

Remarque. .On.trouveroît de même , à.l'ég^d des dirisenirs jçt^ 
la formule t* — eu', les théorèmes suivans: - -, .:,':■ . j ■ 

i". Soit c un nombre premier 4n+ 1 et ^ un diviseur impair 

quelconque de la formule P — eu*, on aura ( — )^i j dûac ^ 

sera toujours .de la forme aci-f", • étant l'une des solu-r 

lions de l'équation ( — j =1 , et réciproquement tout nombre pre- 
mier compris dans les formes iicz-\-m sera diviseur de la formule 

9". Soit c un nombre premier 4n-^i et ^ un diviseur lippâîr 
quelconque de la formule P — eu" j si -^ est de la forme 4n+ 1 , 

oiRura (— )= »* et si _^ est de la forme 4» — 1 , on anr^. 

f — )=— ij de -là on tirera aisément les r"««*-iifieaîre8 quj 

conviennent au diviseur ^. Réciproquement tout nombre preprfer 
coDtep4 dans ces formes sera diviseur de la formule t*-^cu\ 

( tg8) Considérons maintenant les diviseurs delà formulei'+scu*^ 
c étant un nQmbre premier. 

Soit d'abord c-==4n-t-i , et soient s, a', a"^ a'", des nombre^ ■ 
premiers respeci.! me. t des firmes 8m+i , 8m+3, 8m+5, 
Sw+7, tons d:- ' " V( ' ica*, on aura dans ce' diÏTéreàa 
cas jjn". i34): T 
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AVERTISSEMENT 

* 

DE UÉDITEUR. 



L'ATPLICATION de l'ÀBalyse à la Géométrie se divise en 
deux parties ; l'une, algébrique j traite de la ligne droite , 
du plan et des surfaces du second degré ; l'autre , fondée 
sur le calcul des fonctions et de leurs dérivées, comprend 
la théorie des sonfaees courbes et des courbes à double 
courbure. Aucun géomètre n avoit encore , avaijt M. Mpnge , 
exposé cette théorie avec autant de clarté et de dévelop- 
pement qu'il l'a fait pour l'instruction des Elèves de l'Ecole 
Polytechnique. Euler avoit publié quelques Mémoires sur 
la théorie des suri^aces courbes j le plus remarquable ijtefc, 
celui de 1760, dans lequel, après avoir donné l'expression 
du. rayon de courbure d'une section normale hi une surface,* 
passant par un point quelconque de cette surface, il a 
démontré que les plans des sections qui correspondent au 
plus grand et a^u plus petit rayon de courbure étoient per- 
pendiculairefi entre eux* dairault, dans un Traité des coiœbes 
à double cowb^rç , publjé en 1 741 , avoit appliqué le calcul 
différentiel à la recherche des tangentes aux projections de 
ces courbes. 

M. Monge professoit la géométrie aux écoles du génie 
de Mézières , à l'époque remarquable où l'on a introduit 
dans l'analyse les différences partielles. Il a paiiagé la gloire 
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des inventeurs de cette nouvelle branche de calcul , en l'apS 
pliquant à la géométrie aux trois dimensions ;. il a fait voir, 
1°. que les équations qui expriment la génération des sur- 
faces coui'bes renferment Aes Jonctions arbitraires qui peuvent 
être continues ou discontinues; 2,^. que les équations aux 
différences partielles à trois variables du premier et du second 
ordre auxquelles on est conduit par l'élimination des foncticns 
arbitraires , expriment des propriétés d'une surface coui-be rela- 
tives , ou à sa normale , ou à son rayon de courbure. Le pro- 
blème le plus important du calcul aux différences^ partielles , 
qui consiste à ramener l'intégration des équations aux diffé- 
rences partielles à celle des équations aux différences ordinaires," 
il Ta résolu pour les équations aux différences partielles du 
premier ordre , par des considérations géométriques , qui ne 
laissent^ rien à désirer. 

A 

A cette partie importante de l'Analyse appliqujSe , M, Monge 
a ajouté une théorie des Courbes à doublé courbure, dans 
laquelle ce Gpomètre traite des développées, des rayons de 
Cpm'bure et des différens genres à! inflexion de cçs courbes. 

La première édition de l'ouvrage de M. Monge, pour 
l'usage de l'Ecole Polytechnique, ^a paru en 1796, sou» 
le titre de Feuilles d Analyse appliquée à la Géométrie , 
format in-fol. Trois éditions ont paru depuis ; cette quatrième 
est augmentée d'un article sur la construction de l'équation 
des Cordes vibrantes. On trouvera dans les mémoires pu-* 
bliés par M. Monge, dont je joins ici la notice, plusieurs 
ouestions qui n'oiit pas été traitées dans cet ouvi'age. H, C» 
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MÉMOIRES DE L'ACADÉMIE DE TURIN. 

ê 

Années 1784 et 1785. 

Sur T expression analytique de la génération des surfaces courbes. 

Années 1770 — 1773. 

Sur la détermination des /onctions arbitraires dans les intégrales 
de quelques équations aux différences partielles. 

Sur le calcul intégral de quelques équations aux différences partielles. 

MÉMOIRES DES SAVANS ÉTRANGERS. (Paris.) 
Année 1778, Tom. VII. 

Deux Mémoires sur la construction des Jonctions arbitraires qui 
entrent dans les intégrales des équations aux différences partielles. 

Année 1780, X^™- IX. 

Mémoire présenté en 1774» ^'^ ^^^ /onctions arbitraires , continues 
ou discontinues , qui entrent dans les intégrales des équations aux 
différences finies. 

Mémoire présenté en 1775 , sur les propriétés de plusieurs genres 
de sur/aces courbes, particulièrement sur celles des sur/aces 
développables , as^ec une application à la théorie des ombres et 
des pénombres. 

Année 1786 y Tom. X. 

Mémoire présenté en 1771^ sur les développées^ les rayons de 
courbure et les différens genres étùtflexion des courbes à double 
courbure. 

MÉMOIRES DE L'ACADÉMIE. (Paris.) 

« • 

Année 1781. 

Mémoire sur les déblais et remblais. 

On y trouve la théorie des lignes de courbure d'une surface » et la 
démonstration de cette proposition remarquable par sa généralité. 
V Si par tous les points d'un plan , Ton conçoit des droites menées 
dans l'espace suivant une loi quelconque , et qu'on considère une de 
ces droites , de toutes celles qui l'environnent et qid en. sont inlini- 
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ment proches , il n'y en a géaéralement que deux qui se coupent et 
qui soieat par conséquent dans le même plan avec elle. » ) ' 

Année 1783. 

Mémoire sur le résultat de rin/lammation du gaz inflammable et 
de Pair déphlogistiqué en vaisseaiuc clos. ( Composition de l'eau. ) 

Sur une méthode d'intégrer les équations aux différences ordinaires» 

Sur Cintégration des équations aux différences finies qui ne sont 
pas linéaires. 

Année 1784: 

Sur l'expression armfytique de la génération des surfaces courbes. 

Sur le calcul intégral des équations aux différences partielles. 

Supplément où f on fait i>oir que les équations aux différences ordi- 
naires , pour lesquelles les conditions d'intégrabilité ne sont pas 
satisfaites , sont susceptibles d*une véritable intégration. 

Année 1786. 

Mémoire sur le fer , considéré dans ses différens états métalliques^ 
par MM. Vandermonde , BerthoUet et Monge. 

Sur Vejffet des étincelles électriques excitées dans Voir fixe. 

Année 1787. 

Mémoire sur quelques effets d'attraction ou de répulsion apparente 
entre les molécules de matière. 

Année i8o8* 

Mémoire sur les surfaces réciproques. 

X y y yZ' étant les coordonnées d'un point d'une surface courbe , 
pour lequel on a l'équation différentielle dz = pdx + qdjr , les 
coordonnées x^^j^j a' de son point réciproque , -fini pour expressions, 

^ = Py y— 9^ ^' —px-^qf — z. 
Le lieu de tous t^s points réciproques est la surface réciproque 
de la çurface proposée. La réciprocité de ces deux surfaces consiste 
en ce que la première stirfece e^t le lieu des points réciproques de 
la seconde , comme là seconde e$t le lieu des points réciproques de 
^a première. 
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APPLICATION 



DE L'ANALYSE 

A LA GÉOMÉTRIE. 



§.1. 

if* . ^ . 

DES FLANS TANGENS ET DES NORMALES AUX SURFACES 

COURBES. 

Etant donnée réçuation d'une surface courbe ^ et étant pris un 
pomt arbitroinsment sur cette surface ^ trouver, i^. Péquation 
du plan tangent à la surface en ce point ; j«. ks équations de 
ta normale au même point. 

« 

1 . dorr représentée par iftf = o ré<jaation donnée de U 8i;u:fiice courbe : 
si on la difierentie, on aura une équation de la fonne suivante » 



*='(ê)--(i)*. 



/ 



dans laquelle les quantités f -^ j ^ v T' ) *^^^ ^^ ^^ J^ « , les 

coefficiens de i2r et €^ dans la valeur de dz. Comme la valeur de s 
est donnée en x^ jr y par l'équation ilf = o » on peut toujours con* 

tte valeur soit substituée à la' place de z dans les quantités 

-j- J obtenues par la différentiation , et que ces quantités 

soient des fonctions connues de :c et/. 

Soient de plus xf y y ^ t! les coordonnées du point pris 
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sont com- 



arbitrairement sur la surface , lequation Thf = o aura lieu entre ces 
trois coordonnées , et l'on aura de même 

équation d^jat bcpèUi |p$ quaiéitéè l/t^j et f-jV) 

/dz\ 
posées de a/ et j^, 4p,^ ^^^.Q^^^^^ W® les • quantités ( j" ) 

et f -jT" 1 sont composées de a? et ^. 

Enfin soit jéac + Bj+ Cz '^ D=sso Téquation demandée du 
,plan , tangent. . . ! « ! ', • i • * ' ' « ' 

On déterminera D par la coniidcration que le plan doit passer 
par le point donné, ce qui donnera 

I 

Qiimt ira&K trbi$' tuUM. coeflkîms: A^ B,rK ^vdtaft-.itok» Mnlénient 
sont nécessaires , on les déterminera pis^bt arnsMâmicMÉ «qiM-le^an 
doit être tangent à la surface dans le point donné. Or , le plan 
sera tancent si , . ep prenant spr le plan un point înCninient i^isip 
OU point donne , c^ pomt se trouve aussi siir la^ suriace oofirbe , 
suivant qu^qùe direction d'ailleurs qu d ait été pris ; c'est-à-dire > 
si l'équation différentielle du plan , ^ifse. pour le point dont les 
coordonnées sont 'x^j y\ %f , est i^éittiijue avec l'équation diffé* 
rentielle de la surfitce prise pour le même point. Mais^ pour le même 
plan tangent, les coordonnées ot^ ^ y^^ z^ étant constantes, l'équatioo 
difierentielle est en général Adx +- Bdy + Cdz = o , et pour le 
point donné oa a - ' ^ .^ 



celle de la surface courbe pour le même poi^^ est 
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il fiMit donc que les -deas dwaièves équatkms soieaftà^ttiiqfes , •^dieê 
qae soient les yalews de dae^ et dj^t qui 'sont aii)itraires.<llçiic on aura 



• • îl •• I . » •* *it km • 



d«iNC ei^ia l'équAtion dtmfwdée d«^ p^ ti«g«it mm - 

a.LaT^iifdlp é^a^.peirpeo^iculaîre au plan tangeo^, et devant 
payer par /^ B9ifîfi i^^KP^ ^^^ ]^ $ur&ce, ses é<]iiaUQp^ ^e .trouvc- 
rpnt^ 4'Api*è&^^He ^P jJan M^i£[6^t , par les form?4<^.fj^ IfV-P^* '^« 
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Autrcn^jit^ "li Ton cop^jt une sphère fioiU^I^ centre çoit^lacé au 
point coti^ïiévp sûnà surrace coàrT>e , >çi éqfkt le rayon soit a , 
1 équation de la surface de cette sphère sera 



Si l'on conçoit 
dans u^ne 
d'une, courbe 




première dans la circonférence d'un cercle , dont le plan ' se**a per- 
pendiculaire à l'arc parcouru par le centre, et qui sera normal à la 



surface courbe. Pour tous lés poipt$ dé eelte circonférence, les coor- 
données acy jr, s^ n'auf ont . pas yarié ^ quoique les coordonnées du 
centre acf, y, isf aient changé de grandeur. Si donc on difierentie 
l'équation de la surfiice de la première sphère, en regardant Xjjr^z 
comme coiM;taif tes , et en faisant varier* f^ , j{, y, l'équation V]u'on 
obtiendra ne . sera vraie 7 p^r rapport 'aju^ pc^s ^de kT sudace de la 
sphère , que pour ceux qui sont sur la circonférence du cercle , et 
daiia/)KBteiBeot{oà !ooiiiiM«ie îkfr deux qdtàros epnsécutiîres. Cette 
seconde équation .ayant poiir objet de distinguei^ itor la surface 4^ Ift 
/sphère les points qui sont sur la circonférence aa> cercle , ne peui 



(4) 

Aure autre «pe Féqnatoon da plan même de ce c»cle , et par conséquent 
celle d'un jÊtai normal h la sorfitce courbe , mené par le centre de 
la sphère , et dont la position dépend d'ailleurs de la direction du 
mouvement de ce centre sur la surface courbe. Donc si l'on fait deux 
fois la même opération » en donnant au mouvement du centre deux 
directions différentes , «n aura les équaliofie de deux plans nomumai 
à la surface, \ menés par le même point, et <jui , par leur intersec^ 
tion , détermineront la normale. 

Les directions des mouvemens du centre étant arbitraires , on 
pourra supposer que Time soit dans une section perpendîculaii^ aux 
7, et pour laquelle^ x'^ sera coiisiailtc, et que l'autre soit dans une 
secticm perpendiculaire aux a: , et pour laquelle j^ sera confstahte. 
Donc si, en regardant œ^ j^ % comme constantes, on* différentie 
l'équation^ de la surface de la sphère, d'abord en ne faisant varier 
que o/y pins en ne faisant varier que y^ les deux équations 



-^4-(.-f) (^) =.. ^-y+(.-^) (^) =•; 



que Ton obtiendra , seront celles de deux plans normaux respectî-^ 
yement perpendiculaires aux plans è!t& a;, s, et des^j^, s, et par 
conséquent celles des projections de la normale sur \e& mêmes plans » 
ce qui coïncide avec ce que nous avons déjà trouvé. 

autrement encore. Si l'on difllérentie l'équation de la surface de 
la sphère , en regardant x , ^ , s comme constantes ^ et substituant 
pour dz^ sa valeur prise dans 



-=(^)--(f )*-..,:. 
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on aura Féquation , 

qui estireUe d'un plan nc^pmal à la surface j et dont la position dépend 
de la valeur de -^ qui détermine la direction du mouvement du 
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centre de la sphère. Si l'on conçoit que ce centre ait une autre di- 
rection infiniment peu différente de la première , c'est-à-dire , que la 

quantité -^y éprouve ime variation , on aura un autre plan normal 

différent du premier , mais qui coupera le premier dans la normale 
demandée. Les points ^e la normale sont donc ceux dont les /coor- 
données X y jf 2 ne changent pas , lorsque dans l'équation du plan 

on lait varier la quantité ^j- Donc si l'on différentie l'équation du 

. dy' 
plan 9 en ne faisant varier que -^rj y Téquation que Ton obtiendra ne 

sera vraie , par rapport aux points du plan normal , que pour ceux 
de là normale même, qui est commune aux deux plans normaux 
cansécutiâ. Or, si Ton txéaate cette difiSrentiation , on a 



y -y -*- (» - ^'y\dp) = ^ ' 



et par conséquent 

donc ces deux équations appartiennent à la noîinde demfûidée^ 

I 

axasqsssassBSBsas . 

§. II. 

DES SURFACES CYI.INDRIQUES, 

I 

Trouver Péquation générale des surfaces cylindriques , c'est-s^dlre , 
exprimer qu^une surface courbe est engendrée par le mouyemeni 
d'une droite qui ne cesse pas d'être parallèle à une autre droites 

donnée. 

« • 

Première manière, iPapris. la tonsidéraiiondu pÎ€m> tangerU. 

1. Un des caractères des, surfiiees • cjnUn^rique» , est que'^ pot» 
quelque point que ce sott ^ leur* plan tMigent est parallèle à !• 
droite génératrice. . '' 



r% "T" 



(6) 

Soient je: = a2 , / = 62 les équations données de la droite menée 

par l'origine , et à laquelle la gcncratrioe doit toujours être parallèle. 

Nous avons vu que a:', ^', z\ étant les roordonnces du point de 

contact , réquation du plan tangent à une surface courbe est en génércî 

: z «' =i( X — x'^ f -r-j- I -4- ^r — . ^^ I ^ 1. 



.=(«-«-) (±,)+a-^)(|; 






Il ne s'agît donc plus que d'e:(pvinier que ce plan est parallèle k 
la droite. La condition d'être parallMe sera remplie, si le plan, après 
avoir été transporté parallèlement h lui-même jusqu'à l'ori^g^ ^ passe 
alors par la droite. Or, l'équation du plan transporté à l'origpne , est 






et pour que Je plan pafSe Jjaïj U droitç , i\ faut que l'on ait 

donc cette dernière équation e^rime qu'une surface est cylindrique, 
sans rifiiffi statut. ^Wrl^^-i^tiir^ de la .co;arhf:,ipî lui sert de h^e^ 
ou qui dirige le mouvement de la droite génératrice; courbe qui 
peut d'ailleurs être ou irètre 'pas sowîitee 4 la loi de continuité. 

Seconde manière , d'après lé inouveYmni de la droite génératrice. 

3. La génératrice devant êtte toujours parallèle a là droite donpée, 



Aura ppur^ ^^uations: 



•* .-. . ^ i 



o < 









jdans lesquelles les quantités a , b sont copstantçs , quelle que soit 1% 
position de la génératrice V mais dans' lesquelles a et p ,' qui sont cons- 
tante fo\^ w«$ nèmiEi . j^slîiipQ^dfe'lii généralnce;, Yarientlorsquf la 
jgpénératriûe|ii^st4'ima.paAÎtiaiaièt uu^ (autre. Aîn^iop^ur loulc isuiifti<^ 
cylindrique , lorsque le point que l'on considère cbwg^ de :pQsitîoi) 



1 



sur la> sisiTface sans* quitter f a'méme droite gciiératrice , les deux quan- 
lîtcs « , |3 , ou celles^ , a: — az , j — fo , qui leur sont respectivement 
égales , sont toutes deux constantes : et lorsque le point se meut de 
manière qu'il passe d une position de la génératrice à une autre , ces 
quantités varient toutes deux. Ces deux quantités sont donc cons- 
tantes ensemble, et variables enjsemble^ donc elles sont fonctions 
lune de l'autre ; donc l'équation générale des surfaces cylindriques est 

dans laqudle le signe f îhdîqae une fonëtibn quelconque de 'la quan- 
tité ae—oa. . , 

La forme de cette fonction , c'est-à-dire , la manière clont la 
quantité a: — az entre dans le second membre de réquâiion , dépend 
de là nature' de la courbé qui dirige le mouvemeut de la droite 
génératrice. Cette forme est où n'est pas susceptible d'être exprimée 
analytiquement , suivani que la courba ^t ou n'est pas soumise à 
la loi de continuité. 

' il Mit deSt qfué^Tèb £4tiàtS(Ais de la âtôîie géÀératncV seront . [ 

. , ■ j ) «^ *< ^ ... * * j II'. . 

* ♦ 

X — az ^=^ a 






Trùoçet ^téqucction d^zate surface cylùtdtiqtie , cormoissant ht' direc- 
' ïion de 'là génératrice ' et lei équatioits de là comité à dùiAle 
dtttjtrhufe kfui âifige son mowement. ' ' 

. . » ^ • t 

5. B est "évident cfae la -question tohsiste à déternifticf dans Féqua- 
tion générale des surfaces cylindriques Ik'ibrme dé la fonction f / 
de marnée que cette équation derteaiië celle tie la sùrlàt^c indivt- 
dnelle , ' que Ton considère« Soient jrQprésentées par F{^%j9^)i^=^9y 
ety(a:, jr^ js) == o les deux équations données de la courbe à double 
courbure», dans lesquelles les signes F^ /indiquent 4^ fonctions, 
connues des trois quantités x y jr^ z. 



i 
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\ 






(») 

La générairioe devant» dans toutes ses positions, {lasser 
courbe donnée , il faut que les quatre équations 

P{^fTy «) = o 
fi^^jr^ a) = o 

X — tfU = « 

aient lien en même tems , quelle que soit la valeur de m. Doue si 
f on élimine entre ces quatre équations les trois quantités a: , y^ z^ 
on aura en « et f « une équation que nous représenterons par 
f (a, fêt):=zo^ et qui déterminera la valeur de f«en «, c'est-à*dire » 
la forme de la fonction f , ou la manière dont elle est composée de la 
quantité sous le signe. 

Remettant pour « et fm leurs valeurs » Téquation de la sur£ice 
cylindrique individuelle demandée sera 

f(x— .os, j— .&) = o, 

axai laquelle la ferme de la foncdon f est b whxf^, que ceQe de 
réquation précédente en « et f «• 



Connaissant la dùtctùm de la génératrice^ trouver PéquaUon de la 
surface cylindHçue qui enveloppe une surface courbe donnée. 

4. La surface cylindrique demandée et la sur&ce donnée se touchent 
en une courbe à double courbure , dont il suffit de déterminer les 
équations ; car la sur&ce cylindrique devant passer par cette courbe , 
la question est alors réduite à la précédente. Or, pour tous les points 
de cette courbe , le plan tangent à la surface donnée doit coïncider ayec 
le plan tangent à la sur&ce cylindrique. 
. Soit donc FijXy y^ z) = o Téquation de la sur£atce donnée; si. 



**(¥)• 



on les substitue dans l'équation différentielle des surfaces 



V 






C9) 

■^ j + i ( -^ j = I ^ on obiîeadn en x, / ^ is 

« 

Btte ëquaiioa que nous repTétencerons par f{m ^y^ s) sa o ^ ed cpii 
i^ipardeiidra à la «onrbe de contact; et perce <]ae cette combe esiî 
ans» sur la jiacfiu:e douiée^ il sTensmt qoe cea deiot égaaiioas lecopt : 

Pir^fjr^ «) = P, 






nteliitaam ees valeurs dana r^qiîàtiàih 4W*iiin<iella ^ln avffikceà 
cylindriques j on a ' 

• •• ,1 

qui appartient à la li^e de ccmtaet* 

Cela posé y, si la génératrice est parallêie aux s, on a asso»' &=t:0 , 
et réquatiou de la courbe de contact se réduit à Z s= o. Eliminant 

» 

% entre cette dernière équation et celle de la sur&ce donnée, on auru 
celle de la projection de la ligne de contact sur le plan perpendiculaire 
iaux s , et par conséquent celle de la oourbe qui termine la projection 
de la surfrce sur le même plan^ 

De même si la génératrice est parallèle aux x, on a a ss sd , et 
Téquation i% la cotoribe de ieoitfact se réduit à X:=^ o. Donc ^minaiit 
^ entre cette équation et «ecilë de- la jÉrfiiee donoée, on èa^ 



I 



^ fc k M ,J I 



iflonCy traitant ces deux équations comme dans le cas ] 
féouation 

^OB (4»tiendni , sera celle de k suifiioe «yliadrkpie indiyidn^i 

denaadée; 

Sti|»posdiM tpl^jtoA dSffiSiwntié l'é^putioa de là foifftee domée, 
•«■ait " .-.-.•.• 



M 4pi don&o 



% 



k_w 






(lO) 

l'équation de la projeciîon de cette coui)>e sur I9 plan perpendiculaire 
Bxob X ^ et pa^ conséquent edlë d^ la coiifie qui termûié'la projection' 
de la surface sur le même plan. 

PaseUIement «qfib^ iMtxxttk^^t y enfre Fâqttalion' JK^ ^ ei c^lle ife' 
lasurûtce donnée ,• ^ çn'amrq l^équatida de la courbe qui- te^tnine-la 
projaœoiicdi^'ia^^tiriace'saf iir platf <^pêPplêndiaàAiilre' aux' 



v> i». 



^■^^1*1 
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• * • * 

DES SURFACES CONIQUES. ' ' 

T}rs^v^t Féqualipn générale des surfaces coniques.^ cfesc.rà^dwé, 

exprimer qu^une surface courbe est engendrée par le moueemenf 

^4^^m^^,}d»fHi9.^ quii né. oeHe, pffs\de pms^ ^pv un poinf dwprf, 

quelle que soit d'ailleurs la courbe qui dirige te moui^ement.id^ 

la génératrice. . , u u- ; .u /, 






manière, Jtaprès ta considération dut plan tahgenti 

I . Une des propriétés génénoes de^ si^rfiices ooniques 9 et qm est 
indépendante de la nature de la cburbe qui dirige la génératrice , 
e^^ cpke^te ^pbu..tati{^t,pass^.tDu)Pfu^ par' le «oniUnet. Soient donc 
a , 6 , c les coordonnées connues du sommet ; nQU9. VfWB i vu que < 
a;', /^ z^ étant celles du point dik cfntMt^ Téqpation du plan ungent 
est en général . 

or» ce j>l3ii posera par. le sp^met,, si,}daAS(Cette équation r^ faisant : 
x = a et/ f==^, on., a « = <? , et par'^Qoâéqi^nt $i IW a 

.Doqpt cette 4«mière équation « dans l^qu^ les eç>nstan^e^. a^h^ 
sQiOik^ ^Ç90i:ài^à»bf» d^ &<Nnntf(tr.<;iEpniW qu'yw.^stwfcce cpuriïe est 



X'tx) 
Goaiqtie , tans tien stafiuer sur là nature 4ie la coti'rt>é qui lui sert de 



Seconde manière p diaprés le mouvement de Im droite gànénurice. 

2. La génératrice devant constamment passer pafr le sommet » ses 
équations seront 

a:-a = *(s-c), 

dans lesquelles les trois quantités Uj b^ c^ qui sont^Ies coordonnées 
du sommet, sont constantes, quelle que soit la positjpn d^ la généra- 
trice , mais dans lesquelles « et f) ^ qui sont cpi^tautes pour une m^^ie 
position de la génératrice , varieùt lorsque la génératrice passe d'une 
position à une autre. 

Ainsi j pour toute surface conique, lorsque le point que Foin con^ 
sidëre change, de position sur la snrfrce saiis quitter néampoins lu 

^éme position de la droite géqératrice, les deux quantités » et p, 

M ... 

•u leurs égales ' et -^ sont toutes deux constantes ; ei 

lorsque le point se meut de manier» qu'il ^paisse ^une j^sittoil de 
IfL génératrice à. une autne ^ cea deux quantités varient tomes deux. 



> « * 



Pour les surbces coniques , les deux quantités et - 



Z — C .JS — c 



sent donc coàstàtates ensemble ,* et variables ensemble ': elles sont, 
déoc^foncâoiàs ftkne de* l'autre : donc réquâtïbn générale des surfaces' 
coniquei eM 



f h» . i \ 



•" »i *r i; .; -.1 'î: .< i* '- 



h 



- =f^ — 



z.— c z — c , 

dané làqueUe^^ indice ime fonction V^uèlèoiitpxe. « ^- i ^ ' ' '' 
La 'forttiè ^e eene fbtieii<>ù dét>étid^'la'niilttri*e^'de la coiM>e qtîS 
sirt^dfvbas^'Vla èWface, èfu qui dirige'!^ ttfbuvelhent de%'géné-^' 
ratrice. Cette formé est analytique ou non V' selon qné fii cfourbe e^ 
ou n'est pas soumise à la loi de continuité. 

Kous verrons par la snitç que les devc^équati^s que nous venons 



49 c^ooTer sept dfi la même géi^raUté , et qao l'ime eit Tuaégnl» 
complète de ïêxare^ 
Il 5itit de là €pie les équations de la génératrice soM 



7::=rfc 



f« 



• étant le paramètre , de la variation dnqael dépend te monvemetti 
de la génératrice» 



Etant données lès coOF^onnées du sommet, et les équations de la 
courbe à doublé courbure gui dirige fe mouvement de la généra^; 
trioej tromper F équation de là suHkce conique ihdii^iduelîe. 



Se La question se réduit évidemment à détemliner dans Fé'quatioif 
générale des sorÊices coniques quelle' doh être la forme de la fonc- 
lion f f pour que la surfiw^ passe par la courbe donnée.. 

Soient/répréeentéesipar' F(ic,y, a) «io* et /(dJ,*^; x) = 6 I^ 
deux équations données de la coui)>eàcdpuKle coupure <^;Q4^Çr# 
Ik génératrice devant couper cette courbe danâ^ toutes ses positions»' 
il ftut qi96 les qmiM é<|>rniiui ' ' '«^ J ' ^ 



k • • 






> '^ 



aient lieu en même tems^ quelle qua soit la taleiir de «i^.JD^na.fât 
Ton élimine entre ces quatre équations les. trob qfiantités ^,jr^ s ^4 
cm aura en «et f « une équation que nous représenterons par > 

et qm devant être satisfaite , quelle que soit la valeul* de «> servira 
à déterminer la forme de la fonction f t c'es^àrdi]r0,:^n|tt^^:dont 
cette fonction doit être con^sée de U qvantité • qu'elle renferme. 
Bemetiant pour # et fm leurs valeurs , il est évident qm TéquitioilF 
de la swiftce conique^ individuelle demamdée sera 



<^)' (ef) 



' : .. . « 



n^^ 



\ 



(ii) 



i*> 



données h» coùtdotmêes dû sùmmet , trùwet requabon' M 
h sutface corwfue individuelle eA^conscr&e à une suffme courait 
donnée. 

.; 4 ÎASosrfMe dbnnéB éi k ^tulaee coiltqué demandéo nt MucKent 
An «ne courbe à double courbure , dont il suffira de trouter les 
équiatioiis i car la surface conique devant passer par cette courbe' \ 
la question sera réduite alors à la précédente. Or, pour tous les 
points de celte courbe de contact» les deux surfaces ont le même 

plan tangent^ donc» pour qes mêmes points,, les valears de -^^ 

-^ ], produites p4r TiSquation de Fiine des snr&cés, doivent- 

être les mêmes que les valeurs produites par Féquation de rautre. 
Soit donc F(x,j, s)=o l'équation de la surface donnée; st, 

a^ir Aà'-cvoïir cii^'par WêÊbnsààaAcki^^ ^rdetàrt de [4^') 
"•xri » <^ 1^ tulMKiiiie dans Técpuition différentielle des sorfacea^ 



ttomques ,' 



(^)+(^- ») (■ 



< ... 

en obtiâidîr&f ta ±\f\'i une équhtiôti, que'noils re{três«iitertXBB'ptt 

f^^% y y ^) ^^^v ^^ 9P^ appartiendra à la courbe de contact de<^ 

deux snrfigices; et parce' que cétfe* cburBè 'eft anâi sur la sni&oe' 

donnée 9 il s'ensoii^.^pie ce^ deibc êqiîÀ 

I ' ..-.-..-'- .^ ' • .*- 

F(j^fff V) ^ ^, at-/(^^ ^ s) » d; 

. I^one» tnitntt mi dffi« éqnatioiu oomiBA du»]» di pfécédenty 



f 1 î-i-i^-, <^ ■■ -) sa <y 



^ " ' 1 ^ • » # 
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quW obtiendra , sera celle de la surface conique individuelle 
demandée. 

Lorsque le sommet du c^e est un point lumineux » la courbe de 
contact dont nous venons de trouver les équations., .est oeUiç qpi , 
sur la surface donnée y sépare la partie édairée de Ja^ partie 
obscure. 

Lorsque le sommet du cône est le lieu d'un ceil\ c^te conrb^ de 
contact est la ligne du contour apparent de la aurfaoe donnée pour 
l'œil placé au sommet du cdne. 

« 

Si la surface à laquelle la surface comque doit lêtre circonscrite 
est du second degré , son équation sera 



'• •+- a Bfr '+^2 Jz 3 



a Djz •+- a Exz + a Fxf ^ = K; 
a Gjr 



ce qui donnera 



•' ■ V 



.Fk.^By^lh^Jg 



Substituant ces valeurs dans l'équation 



mfM-Mw> 



ffWàts^qiVéffivmm. fin seçpiid,4^ elle^éfn^^ «»»,?«?»' 



X (^fl + sp H* £c 4- G y ) ; 






' ' +J,(fp.rïr,#,-*rPc:+..^)l_. ..,,.^ .. ;. .^ .., 



z (iSa-hDè-HCcH- J)'^^' 



^ . Qa^m.^^c.-f-rX^J r-^^r/x 
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qtt$ appattîehe^ 'àtt^ pFari-:^ d'oSB^sH» ^ttej-î^oaf' toute 
^s^laco du second degré, la courbe de contact avec une sur&^ 
conique circonscrite, est toujOurS. i)lâ*^ç^ * N 

On démontre avec la mêxne^ flKnlitc que ; si la sur&ce est du 



^ I 



degré m ^ sa courbe de contact avec une snrfiioe caiuqiie*drooDsdrite 
esc sur nne autre sur&çe courbe dit degré ut <^-« i • 
Quelle* que soit la s^irfece «touchée ^. si après a^ir «ubadmépouv 






»r-c<=B (a: 






on élimine un paramètre quelconque au -moyen de l'équation de la 
surface touchée , on obliëndrà 'en ^9 j^, t, une équation qui appar- 
tiendira à la. si|îte (ies lignes de cont^d de toute; \es surfaces qui ne 
diffèrent^ .entrçi elles que par leparaipètre élimine. Cette équation sera, 
donc celle de la surface unique qui contient toutes ces lignes de 
contact , et qui les détermine par ses intersections avec la suite 
des sur£ices < totichéesir vMais r«etté » é^oftdon aufa, tous tes termes 

multipliés ptfr Tjpdes t^çoeflSciensjF—^^^--^-^^ s—^c/ 4pnc la 
surface à laquelle elle appartient passera nécessairement parle sommet 
cc^aumun à toutes ks sisrftce» coniqteS' lâMd^ ' - 

Par exemple y on voit par là que^ si les surfSices touchées sont des 
8p)ières concentriques qui ioie difierènt entré eUes que par leurs rajons , 
leurs lignes de contact' sont de)s^ c'ereles qui sont tous sur la sur&ce 
d'une autre sphère, dont un diai|][ètrf|..Q9t la droite, ^ i^™^ 1^ ' 
centre commun de toutes les sphères au sommet commun de toutes 
les surfiice& çoniquîes circonscrites.' \ , ^ 



§. IV. 

- D^. SjOtÙFACÈS DE RÉTOLUtlON; 

Trouf^er F équation générale des surfaces de révolution j c'est-à-dire , 
0a(pnfmer ijfU'une^ surface esê encadrée p€ir Jç réi^olution Jtime 

wurbe ^if^comjufi fau<m 4*y^ jwce . dmné 4^ position. ^ , 

"' ^^ Première maniéré^ d'après Ta' considération 'Su plan langent. 

i^.Une pv^i^rjé^ eanidl^î^que dw^^ujdEMcb 4«moii|ûon^ietrqui 



< .6 ) 

«t jndépendante de k aatnre de la ^roorbe géiéntriM » Mt ^pie W 
plan tangent est toujours perpendicolttre au plm mené par le poim 
da conkact et par Faxau Nous nommerons, ce dernier plan miiîdUmp 

Soient donc l _ g ^w t left ^iqiiations données de Taxe de 

fféToIttiion , et jcf ^y ^ af ^ hs epordoonées du point de contact g 
réquaiion du plan jd« méridioii fsn j;ant qn'il passe fiar le point d0 
contact , est de ia forme 

et pour que ce plan passe par Taxe, les quantités J#, if doivent étrg- 
tdles que les éqnaâûns de Taxe et celle du plan aient lieu en mémi» 
ten^s, qudies que soient les valeun de x, jr^ m; ce qid donn^ 









>Sa8^ V^cpiaiion dip..p^Qi du fP^ridlc» «««é pwrie fi^Bt, de con;tapt4tt> , 
Or» Féqùation du |rfan taÂgent ' esjt 



;» 



K =(,-«-) (^"^^ (y-y >r-^^ 5 



da/y 



/)(• 



♦^y 



let ^ces depox plans se^nt rectanga^e$ entre eux si f on a 

donc cette dernière équation exprime qtf une sur&ce est de rérokttlon 
làutour d'un axe déterminé de posîdon par lés constantes A^BfU^h^ 
indépendan^ment de. la génératrice , qui cTailleurs peut être oh n'être 
pas soumise à la loi de continuité. 

fk. Oa peut être conduîi 4 la oême éqoMioD par la- considératio» 



.y 



(»7) 
de la normale. En effet , les surfaces de révolution ont encore cette 
propriété, que leur normale coupe toujours l'axe de révolutiQp. Nous 
avons vu que les équations de la normale sont 

oc-x^^{^z-z^)\^'^ =o; 

et pour que cette droite coupe Taxe , il faut que ces équations et 
celles de Taxe aient lieu en même tems , indépendamment des valeurs 
de XjjTjZj ou que , en éliminant x^ y ^ z de ces quatre équations , 
l'équation résultante soit satisfaite. Or , l'élimination de or , ^ , 2 donne 
l'équation (^/donc cette équation exprime qu'une surface est de 
révolution. 

Sccondo manière^ en quantités finies. 

5. Les sur&ces de révolution ont un second caractère indépendant 
de la nature de la courbe génératrice; c'est que » si on les coupe 
par un plan quelconque perpendiculaire à l'axe de révolution, on 
a pour section la circonférence d'un cercle dont le centre est dans 
Taxe 9 et dont tous les. points sont par conséquent à égales distances 
dtm même point pris sur l'axe. Or, les équations de Taxe de ré- 
volution étant comme ci-dessus. 



celle du plan perpendiculaire à l'axe sera 

jix -H By -H « = •, 



' I 



dans faquelle la quantité « qui détermine la position de ce plap est 
constante pour le même plan perpendiculaire , et variable d'un pli|n 
à un autre. 

. De plus , l'axe de révolution rcucontre le plan des x tly dans un 
point dont les coordonnées sont j;:=a,j^ = &,z= o; et si l'on 
regarde ce point comme le centre commun d'une suite de spbères 

3 



(t8) 
éoncentriqaes , l'équatioB générale dei surfaces de ces spbëres serft 

(ar — a)» -4- (r ^ *)*-»-«* =|3S 

dans laquelle le rayon est constant pour la même surface , et va« 
riable d'une sphère à une autre. 

Cela posé , si le point que Ton considère sur la surface de rcvolutioif 
se meut sur cette surface sans sortir du même plan perpendiculaire 
à l'axe, il ne sortira pas non plus de la même surface de sphère ^ 
et alors a et |3 seront toutes deux constantes ; mais si ce point , en 
se mouTatit ^ sort du plkn perpendiculaire à Taxe , il passera aussi 
sur la surface d'une autre sphère, et les quatitiiés « et |3 auront toutes 
deio: varié. Les sorfaceS de révolution sont donc tçUes que* et /3*» 
ou les quantités ^Ar *+• ^r + ^ i ei (a? — ' a)*.-h {j — by **- a» qui 
leur sont respectivement égales , sont constantes ensemble et variable» 
ensemble^ on a donc pour équation de ces sur:&ces 

. / # . 

dm& laquelle ^ indique ^ine fonction quelcqnque, dont Ja ùxrmfi ilcpeud 
de la nature de la cofirbe génératrice. ..^ 

Nous verrons par. la suite <pjte ebtte seconde équsfiiroD, ^i- ost^tlr 
la même ^dniépalioé que la première^ en e$i Finlégraie complète^' 

Si Paxc de révolution puasse par l'origine , et est par&RMc aiîx s ; on « 

u4=Oy 5 = 0, a=:0, b=^Oy 

-et l'équation précédente devient 



# 



^*+/* = f^» ^^ * = 4' (^* "+"/*) > 



les signes f et tp indiquant des fonctions quelconques. Daos cette même^ 
hypothèse, il est évident que , si l'on ajoute à chacune ides ordonnées # 
de la strrfece de révolution l'ordonnée correspondante d'un plan, on 
aura l'ordonnée d'une surface de révolution rampante , dont la 
rgénération est la même que celle de la surface des baiostres rampans. 
Donc l'équation générale do la surface des bahisCMs rampaxis ^ 
rapportée à trois pians rectangulaires ^ dont deux passent par l'axe de 



v"/ i 



( »9 ) 
révolution , est . , 

la forme de la fonction ^ dépendant de la forme du profil du balustre, 
profil qui peut être ou n'être pas soumis à la loi de continuité. 



Etant données les équations dune courbe à double càuriure, 
trouver cette de la surface engendrée par la ré^ohitîon de cette 
courbe autour d*un axe donné de position. 

U est évident que la question consiste à déterminer dans l'équation 
générale àe& surfaces de révoluftion quelle doit être la forme de la 
fonction arbitraire 9 » pour que la surface passe par la courbe donnée , 
et soit par conséquent la surface individuelle que l'on considère. Soient 
éoiic inepréeéntéfis )>ar 

les deux équations données 4e 4a eo«it*be génératrice , les équations 
de la circonférence de cercle engendrée par chacun des pointiS dp 
cette génératrice seront , comme nous Tavons vu , ' 

Aac -4- By '+* z = » 

.(jc— a)* 4^ (7 —•*)»-»♦•.»* îserfii; / -, . 

et pour que la surface de révolution passe par la courbe donnée ^ 
il faut que la génératrice soit coupée par la circonférence de cercle , 
quelle que soit -la valeur de «; ii^aitit donc que. les q^atre équations 
précédentes puissent avoir lieu entre les quatre quantités -2?, r » * f «• 
Donc I éliminant les trois quantités ^ > r , z , il' restera une eqûaition 
en. CL et 9 et, que jious representpns par 



/Cf > ♦*) = ^ » 






« ' .1 ' ♦ 4 • ' . ; H ■ ' « , • ; i » i _> 



eti<(tti., 'dojiMiu lia xraleur 4e «f» ^9i^^ y\^iy^r?l»r^^ ]^^^ ilf 

iotfectiou jjp. .rD^QO. sl^ ifbutftioeita 4û«M^reléqM|Î0p ,gQ|^ s«bAl¥#V ppv^i» 



(ao) 
et 9« leurs valeurs en ocj jr, Zj on aura réquation 

/[Jx+ Bjr ^ z, {x ^ay + {f — by -^z^] =z o , 
qui sera celle de la surface de révolution individuelle demandée. 

Exemple. 

En supposant que F axe de réi^olution passe par Variée , et qu'il 
soit parallèle à Vasce des Xj trouver Véquation de la surface de 
révolution engendrée par le mouvement d'une droite quelconque 
donnée de position. 

Soient 

jr = B'z + bf 

les équations données He la droite génératrice -^ celle de la circonr 
férence de cercle décrite par chacun de ses points seront 

élimmant x ^ y^ z entre ces quatre équations , on a 



qui indique de quelle manière la fonction ^a est composée de la 
quantité «. Remettant pour « et ça leurs valeurs, on a pour équation 
de la surface individuelle 



Si , dans cette équation , on fait ou a: = o , ou r = o , ce qui 
déterminé une section par Taxe , l'équation résultante devient celle 
d'une hyperbole , donc la surface que Ton considère est celle d'ud 
hyperboloïde de révolution- 

Si , en conservant une des deux équations de la droite génératrice , 
on change tous ks' sigùes du second meiïibre de l'autre , réqûation 
de la surface Hn encore la même;* donc cette surface peut être 



(ai) 

engendrée par deux droites différentes j et parce que chacune de ces 
deux droites génératrices passe par tous les points de la sur&ce , il 
s'ensuit que la surface n a aucun point par lequel on ne puisse faire 
passer deux lignes droites différentes qui soient toutes deux entièrement 
sur la surjstce. .. ^ . . 



Une surface courbe dont Péquation est donnée^ étant liée d'une 
manière invariable à un axe de réi^olution , et tournant ensuite 
autour de cet axe , trouver V équation de la surface qui touche 
et enveloppe la surface mobile dans toutes ses positions. ' 

La surface demfindée^st, évidemment de réyq]|^tion autoi^ |de l'axe 
donné , et elle touche la surface wobile considérée dans.si^ première 
position y suivant une coiirbe dont il. sufBr^jjd'Ayoir les f^piations ; 
car la surface de révolution devant passer, psir cette coprb^ ^ la 
question alors sera réduite à la précédente. 

Soit donc F (x^f^ z\ ) ss-o l'équation donnée de la surface mobile 
considérée dans sa première position. Pour tous les points de la 
ligne de contact de cette suriflce avec celle de révolution , l'équation 
^(^»J9^)=<> d^^^ satis&ii^e à celle deti suftiices de dévolution; 

donc , si tirant de cette équation les valeurs de ( -7- ] ^^ [ ^r- j f 

ou les substitue dans l'équation (ji) pag. 16 , l'équation qu'oii 
obtiendra , et que nous représenterons par f(ar,^, «)= o, appai^ 
tiendra* à la courbe de contact. Les deux' équations de cette courbe 
seront donc 

F(oc,f, z) = o, 

^(^» J> «) = o. 
Donc , traitant cc^ équations comme dans le cas précédent , l'équation 



• V 



/{jx+Bj-hz, {x — cty ^ (jr — by ^ x^} = o , 

à laquelle on parviendra de la même manière , sera celle de la surfiice 
demandée. ^ -^ ^ \ ' > • ' 



(aa) 



^s=^ 
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§. V. 



Des surfaces engendrées par le moui^ement d'une droite if ui est 
toujours horisontale^ et qui passé toujours par la même verticale. 

Les surfaces entgendrces par le mouvement dTune droite qui est 
toujours honsontale , et qui passe toujours par une même verticale , 
ae rencontrent souvent dans les arts, La surfaee du conoïde de la 
voûte d'arête en tour ronde , les surfaces supérieure et inférieure de 
la courbe rampante circulaire , la surface inférieure des marches de 
la vis à jotlt- di^ttltoî^ , 'etc. , !tont tctktés Sintoi^es à ocftte ^éoér^tion , 
«t eSfes bè diflf&nmt entré elles tfatt t>tfr la cwitire^i , llaM clîacttiié 
dNE^ies , dirigé lé tot^u^^Ârétit' d«'4a Amité 'géoéï^i^ce. -NottS Hotil 
|]h:ppostrb3 à'ti^tuùtt cette génération. 
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Un caractère général des ^urfiices Aam il «'agit; , £t qui est indé« 
pendant de la R^tiftie.^ltf la '^ôMrb^ ^i dirige le ijuouvement de «It 
génératrice , 'eVist que si , par le point de contact on mené dans 
Idv plan tangeki'iine liôthtmtale , 'cette droite ^assts touf<>tii^ par la 
vwticale , p^ûsqu'elle est la droite génératrice dans une de ses po- 
sitioiis., D'après cela ^ ai l'on suppose iqu^ ie ^plan horisontal soit un 
ides trois, plans rectangulaires auxquels la surface est rappoitée 9 et que 
la verticale donnée passe par Torigiiie » et soit l'axe des 2 , on aura 
i'équaiion de'la droite honsontale menée dans le plan tangent, en 
faisant zz=zd d^us l'équation de ce plan ; ce qui donnera 

Or y pour que cette t^orisotataie passe par la verticale donnée , il 
jfaut que sa projection horispi^tale .passe par l'or^ine^ ou que, dans 
l'cquatioA de cetiç projection , les tcrines sans x et sans^ deviennent 



j 



utils; il faut dôûC que ton ait 



N 



- (^) -^' (w) 
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qui est l'équation demandée. 

Seconde manière , en tjUantiiés ^id* 

< » • 

i 

tJn autre earactei'e des sur&ces <^ nous considéiMisi , et qui A» 
tnéme est indépendant de la courbe €[ui dirige le monvemevl de la 
génératrice 5 c'est que si on les coupe par un plan quelconque mené 
par la verticale , on a* pcrur section une droite horîsontale. Or ^ 
l'équation d'un plan ^uçlçofiqtte . n^e^é {^ la verticale # .çst . 

j=^a-, pu ^,= ct^ 

dans laquelle ^ est le paramètre qui détermine la position de Ce plan \ 
paramètre qui est constant pour te même plan ^ et variable d'un des 
plans verticaux à un autj'g. De plus , l'équation d'une ligne hori- 
sontale , est z = |3. Si donc le point que l'on considère se meut 
sur la sur&ce «ans sort» du même plan 'rertical , ce -qui sépposé 
que « est constant ^ il ne sortir^ pas ac^ plus de la même ligne 
horisontale ^ ^t p sera aussi constant 5 mdis si ^ dans son mouvement ^ 

H change Hif pimi yw^fÀ,i,tt^\^\%v^ffSi»^^ 

changera aussi de ligne horisontale , ef |9 sera :aiûdi;iramble»L 

Les surfaces que nous consi^roii^ ^ont donc telles que et |3 ^ 

ri • - 

ou ies quanuies **- et % qui leur sem^ respectivement égales, sont 

constantes ensemble et ton^l^ e^^j^c^^ponc ces quantités sont 
fonctions l'une de l'autre. Donc l'équation générale de ces surfacesf 

d«ns laquelle jâ ^orm^ide laMMciioti # dépend de là^ ttateve dd lai 
coicrbo qui ^rige le nfduveméiM; ^i«i génél^érîoe/» < '< 'h> 
' Kbusiverreiiis>par4a dukê'qiié4)clt«e'^s^(:otl4«'j6^pli^ l'iiuSograifl^ 

camplète'de kiprentièreV'- ; i :-:>';+'('> **-"*- 
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(^4) 



Etant données les équations de la courbe à double courbure qui 
dirige le mouvement de la droite génératrice y trouver V équation 
de la surface individuelle. 

D'après ce que nous avons vu pour les surfaces précédentes , il 
est cyident que si les équations données de la courbe à double 
courbure sont 

F{x,jr,z) — Oy et /(x,^j, «) = o , 
)I £iudra éliminer cr, ^, z entre les (juatre équations suivantes : 

•'''(*> J> ») = o» 
/(a?, J^, ») = o. 



^=ù.-,- f 



J5 =r ff« j 



ee qui donnera un résultat qae nous représenterons par 

f(«, fa) ::= Oj 

l>uis substituer dans cette' équation pour * et foi leurs valeurs : ainri 
réquaùon demandée sera 



» > 



Étant données les équations du cintre , trouvet celle de la surface 
du ccnoïde de, la ^oûte d'arête en tour ronde. 

Le cinire! de cette voûte est ordinairement elliptique , surmonté 
ou surbaisse; dws l'un et l'autre cas, il «iste toujours un cintre 
ôrculaire par léqodi patee la snr&ce. Soit x su a la distance de ce 
cintre À l'origine, et /»•+-«» es 6* l'équation du cintre drculûre, 



(a5) 
on éliminera x^jr^z entre les quatre équations 

a: 



( 



«> 



ce qm donnera "" • '\ 



t* 



et substituant .pour « et fa leurs valeurs , on aura Mur Técniation 
demandée , • . i .. . r 

• ^* 

Second . Exibi^lx. . . 

Trower téatiàtion de la surface supérieure de la CQurbe rampante 

^ i-, ', .. •^.*» ; T i- . "^ - ' ' •« -» 

Circulaire. 

' On sait que ; dans ce cas , là courbe k double courbure qui dirige 

le mouvement dfe la génératrice est l'hélice âfune vis ïont Taxe est 

la verticale qui passe par rorigine. La projection borisontale 'de cette 

hélide est la drconftrencè de ''cercle qui' sert dë'ba^e à la surface 

ejrliùdriqu'e' sui* laquelle' elle sè^Ouve. *SÔît a:^^f^ = a} réquatio^ 

' ' t, «■'•1'' ' 

de cette projection. Pour avoir l'autre équation 4e la même, courbe, 

iPfâtit remarquer que' cette courbe produit une ligné 'drpitfe sur le 

développement de la surface du 'cylindre '> àin^^i ^eite éqûàtîpn est 

z = b arc. sin. (j) + c , *'<-/> r > 



•4aw»<«ia^ «> 



dans laquelle & et c sont deux constantes. On éliminera donc a; , /, s 
entre les quatre équations ,j / /) 

- -- - ■ ' ■-••.• •'• '^-yv.'* ■■ ■ a i=' » arc. •ï**V0-') +><?;• ^-'f'^ '• 
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ce qui prodairt . < 

mùt=s b arc. sin. f ^ y'*' == l -I- c / 

«t 5iibstitaanl pour a et f » leurs yaleurs , on aura pour Tcquatioti 
demandée 

% s=i b €trc. sin. ( y | -4- c. 

Ceue \3urface hidiTiduelIe est une de celles dont Faire est un mi* 
ytimum; c'èst-à-âîre » 'que si sur cette surface on renferme ime aLr«f 
par une courbe quelconque , soumise ou non à la loi de continuité ^ 
de toutes les surfaces courtes qui ^aks e m pa r cette courbe 9 c'est celle 
que nous considérons dont faire renfermée par la courbe est la pluf 
petite. 

S'il s'agissoit de trouver la surface qui , d'après la même gêné*- 
ration « seroit circonscrite à une sur&ce courbe donnée , on Qpéreraic 
comàie îqous Favons^ mit dans les trais 'générations précédentes, 

La verticale par laquelle passe toujours la droite génératrice , est 
une ligne remarquable sur les sur&ces dont il «'aeit ;^ elli^ 0$L la 
ligne If jplus courte «|>ar lamelle on puisse passer 4 im^ ^c^iof 
quelconque de la droite génératrice 4 we. autre.. C^es , nujrfacps 9r 
sont qu'on cas particulier de celles qui' sont e^gendr^Qs jpa^ le Jtqoy^ 

Tement dune li^^e droite jc^^^pi^^ po\is aflJro]is.al^l^ la suitç oeça^ian 
de nous occuper. 

liés générations, des sur&ces qne 9çus aT9iis considérées jusqnHci^» 
sont exprimées par deséqpations aux différences partielles linéaire ^:^ 
nous allons parler de celles qui sont exprimées par de^ équations 
âeyées. 



• % 

'.lit' ' » 



• 

Des surfaces çyii erfpphppeat .m ncnAre infini AnOres sur/aces / 

* ^e^ cantctéristiques et mréi^ de rebroussement. 

♦» . . . _ « 

Supposons qoe l'on considère une inr&ce courbe eoiîèremeirt connvt f 



(•*7 ) 
«t dans la g&iénirioii de laquelle entrt un eertain ptMKëtfe que 
MUS ireprcaenterons par m , en série que F^quation fiua de cette 
tmtfyiee soit oompoiée de -os,/, s,.e,^ et de tant d'antres coastaniep 
4pie ron ^oîDidvay indépendantes de m. ïlitfÊÊÛm cotmueJ de cette 
fiirfiice poursii être représentée par 'Pi^jjr ,s^ e] sDOr ou,' pour 

Si l'on donne au paramètre • une valeur détwminëet FéquaticA 
jP=o sera celle d'une surface indiTiduellc unîqu^ , dont la forme 
et la position dans l'espace dépendront de la valeur particulière 
dennéeà «• Sî donc on suppose que le paramèiK • ait successivement 
tontes les valeurs .possibles depuis e ae -^ »• jusqt^à «sjroo , toutes 
les équations » telles que Frx o que Von ' obtiendra de tette manière > 
seront ckacune en particulier celte ^une surface courbe individu^e; 
et la suite infinie de toutes ces sur&ces courbes sera enveloppée par 
une amre a^viace courbe unique ^ qui est de la nature de celles 
que nous moms préposons do copsMérer, et auxqudHies nous d(m<^ 
Aérons le ttotti i^n^ique é'^nM/o/^/rexi 

Si Ae ftxfi féquâtion générale Fa» o des surfaces enveloppées con^ 
tieaHt un sectottd paramiëirep ^ mais que dépende du premier suivant 
«me loi comme ; si , par exemple , eek deux pax«imètres sont les 
coordonnées d!un^ couibe plane êennée ^ dont féquatioti connue 
en œ^ j soit représentée parj s^fo^» on ènra (3^:â=f«/ et d'après 
la dforme de 'la fonction # , l'enveloppe aum unis fiMtme particulière 
et une postden déterminée «hna retpaee. fii doue on suppose que 
la fonction f prenne succesaivemqnt toutes «les larmes- posttbles , pour 
cbaoune de ces «formes partionlièrès , on aura une enveloppe, indiv^• 
dudle diffôr^te ; et pour toutes les formes en général on aura une 
euite 4'envdoppes. Toutes ces enveloppes aueont tm caractère gé* 
aérai ^ une projeté commune , une m6ne gé{iératî0n $ indépendante 
de k nalinre de la courbe dont réqufitiop>est/':=3 9ar. iCe caractère 
cette piO{Wiété, celte génération^ peuvent être exprimées ou par une 
équaiipn aux diffénences partielles , ou par ux^e équation intégrale ^ 
dans laquelle entrera la fonctioa t^ qui alors sem eibstraire; et ce 
eont ces deux espèces d!é<piiilions que npus nonsipnqfiosons de «trouve^ 
XTous. aUoQs édaiccir ce qui préoède , ea mispanqnt àv vu ewmple 
Mriiple. 



v^ 
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N ToM lésait rapparié à ircm^plasis rectangulaires , donticdui) cjaî 
condeni léa.a:^ et ^ soit hqrisontal » conceroçs qae sur ce dernier 
plaocMH lui trace une cotArbe quelccoque dofat l'ëquatiiûn sàityssipati^ 
et que .«ur«ûatie oonrbe. oxi pieime unipoiot correspmiiiaBt à ^=s:«:^ 
i»t go\ur lecpidr^ôa aara . par Aconaéipiieni^ccpfftj.. cela posé , si<ce 
point est le centre d'une sphère dont lè rayon. soit Jb:#^ l'éqoàtiOa 
.'^ ]a'.s«ii:faeé:detia sphèrO'Sera . ^ • ..• r . '.-. 

C^ue 4q^tÎ0|i:^t, dana.ee cafcy ceUe que nous teprésemons fax 
/r:f;=o.,Actttellexti9ii4:.;siJa foru)^ da^bL. fonction^ if nstàni laimémei 
.c^t-à^^Q f si ,rjia <iouj?be htoitisoutid^ resiant.fixe »' J'on donne/ sacV 

■ ■ 

oeâsivemâat à #ii(OHte$j les^ valeur» '|)!06sîl)le6 , on aura use suite de 
I|>li6re5 de même rayo'O'y et dont le» castres seront distribues 'sur 
tons leii i>€ttnu. de lar.co«ifbe hopso^tale. Toutes ces chères seront 
iCHivelopp^ pHTi^uiH^ svr&?^ wûque , Hpiî isera.cel^e d'un canal cir- 
culaire , curviligne, et dont . l'ai^ey^ara . la courbe, horisostale : c'est 
Â^mt sur£|M:e à laquelle. nojàs doni^oits le nom '^Ent^loppe; Enfin, 
fi 1,'oi» donne suotiess^reipjeniL à la fetnction ^ toutes lie» formes pos- 
iîbles , 'Cest-à?dire si l'^n fait .stfcc^sivement, la même opération 
pour toutes les com^bes qi^ I'^mûi peut! fracer s«r le plan horisôntal , 
è diacune de^ces.conrbe^ xQpre^pondra u^ enveloppe ^par^ciiliëre» 
Toutes ces enveloppes aiMrpc^.la Iméme .génération et!un)B propraoté 
fomnrane indépendafatè^elai <^ourbe ^i sent .d'axe àrichàcune dielles 
9a particulieni Cette propriété 'est que^ si on les coupe vpariim plan 
quelconque normal à /la xanrbe horisontal<( quL sert d'axe , on- d ^ 
pour section.,: la cîrc0sifére9cé d'un cercle dont le- rayon' est =£ a ^ 
et dont 2c centre est.dans. }a' courbe. L'expriession: analytique 'de 
cette prppriété:iqai»' appartient là ton tes ( ces* enveloppe^ y 'çt'qni b'ap* 
partient.* qa'à ellips , est'l'équatiop générale des* sni'fabes sonooiisès' à 
cette* 'générs^nJAentrans actaellpmsent dans, le cas général. ; > 
« Si dans l'équatieh générale des surfaces enveloppées Fcsz o , après 
moiv doniié k » une certaine val^uf , on lui donne: une noùve^eAraleur 
infiniaesi peu idifTéx^nie de Jac^Hremibère y an aura l'équation d'tme nou^ 
tislleawdoppée ^ 4pusi4iarisa>&>rme et sq po^ition^ difiërera kiSpimeiit 
peu de la première , et qui la coupera dans une certaine coujrliie^ 






Çetie courbe sera la ligne de contaa commime des deux eweloppées 
eoosécBtsves atec lear enveloppe; et ses points seront ceux. de la 
-{Mremi^e en;i^eloppée pour lesquelles les coordonnées q? , / , s ne chan- 
,gent pas, cpand m varie et devient a!^dt$. Si donc on différentie 
réquaiion F^^o, en regardant «» ooxnmê seuk variable > l'équatioB 
. qu'a» obtiendra apparti^dra < k la courbe »de contact ; et parce que 
^ cette: çoi^rbe se trouve aussi sui; Ipi = première ^veloppée ^ il is'ens^ît 
que ces deux équations seront 

F zso V . . .". . (^ '• • ' 

dans lesquelles la qv^tité i» dé^rinjbae la position 4e. la, courbe 4b 
contact dans l'espace. Ainsi, suivant que- dantf'les deux .^iquaiions 
,(jf) et (B) on donnera successivement à » difierentes valeurs , on 
à^ les équations de CQurbes de conUjict différentes qui se trouverput 
^toutes sur Fenveloppe , . et dont l'enveloppe elle-même sera , ppur 
ainsi dire , composée. Si donc entre les deux équations (jd) et (B) 
on élimine a , on aura en ce j J y^ tine équation que nous repré* 
sèmerons par /(aï, ^,,«) = o, ou, poujr abréger , par /"= o , 
et qui sera cette de l'^veloppe .eUe-m^pie. • ) 

La ligne de contact , dont les équatioâs sont {jt) et (B) , a aussi 
une propriété indépendante de la courbe <^ pairàcidarise l'enveloppe ^ 
et dont on peut avoir Texpression anaïytiqtle ; en vertu de cette 
propriété ,, elle imprime un caractère général à toutes I^ enveloppes 
soumises à la même ^génération ; sa considération est trcs-importàute 
dans rintégfaCion des équations aux difierences partielles , et nous 
la nommerons la caractéristique de Tenveloppe. ^ous verrons par 
i^' ^rte qu'tme^iÀéme èzifveidppe peut avoti*- plusieurs caractérîstîques 
difféi%ntcis. Natifs le' cas ^àrtiieûlîer sur Icijitel nous avons déjaraf- 
sbniSi*^^ la fi^ë dé feontàcérist 'toujours la'circofiïférciicè d'uil cercle 
dtlnt lé rayon est constarii , et doùt le plan est toujou'rs vieriîcal et 
bcîrmal à la courbe hbrisontale,* quelle mie soit cFaiïleurs cette courbe; 
et il 'èit> évident que; c'est celle propriété qui ilii^rîttie à * toutes tes 
ei^dorpfpës^ de ce gëth-è Icuj? câtactèîrc commun éi'disiîniiïf; Poursui- 
vons èes^eoh^dértfctions. * '^^ ..«:*;>;;«, ^ .v';;'v;, i \f 'j ' ' 



Si dftns les deux équations (jÉ) et (S), après «voir donné âa, 
paramètre ë nne première valenr , ce qui détermine la position de la 
caractéristique dans f espace « on conçoit que ce paramètre soit augmenté 
d'une quantité infinimeal petite dm^ les deuac nonreiles éqoatioQH 
seront celle» d'rnie non? elle caraclérisliqne » qni , par sa forme ^ 
sa position ^ difiérera infinimeni: peu de la précédente , et qm en 
général la coopéra qnelque part , puisque ces deux caractéristiques 
consécutives sont sur la même enveloppe. Les points en noodire 
fini y dans lesquels les deux caractéristiques ^consécutives se coupent » 
sont ceux de la première pour lesquels les coordonnées Xyjr y% ne 
changent pas , lorsque dans les équations (^) et (jS) # varie et 
devient m^+'dm. Donc si Ton dilSérentie ces deux équations , en 
regardant n comme seide variéMe , les deux nouvelles équations qu'on 
obtiendra ajypaitiendront aux points d^ntersection des deux cairac* 
téristiques ; et parce que ces points se trouvent aussi sur la première 
caractéristiqtie , que dTàBleurs en £fiSrentiant {/t) on reproduit (JBhf ^ 
il s -ensmt que pour chacnn àt ces points ^intersection on a Ie$ troii 
équations 

dF\ 

.l«« {B) 



dàL J 

/ 



(■ 



(^)=o...;..(C) 



dans lesqudOes la quantité m détermine celle de toutes les caracté* 
ristîques sur laquelle on considère le point où elle «est oQupée par 
celle qui la suit immédiatement. 

Ainsi ^ suivant que dans le^ trois équations {^)» (fi)^ (C) on 
dppnera au parajiiètre m diffîixntes valeurs , on aura en a; » ^ » s» 
xroi$. équations. ^ 4esqueUes ^ par félimina^on , Ji*on Ucese les valeurs 
^e,% coordonnées x^j^ m^ du point dans lequel la caractéristique 
correspondante esft rencontrée par la suivante. On Aura donc sur 
j'enveloppe autant de points de cette espèce , que f on pourra dcmne^ 
de valeurs différentes à «• la suite de ces points armera sur ren<* 
veloppe nue cigurbe irès-remarquable ^ et dpuff ou aura en^^t jfr ' 
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tùA ckvs équations t en élknimni « entre les trois ecpadio» (À) , (S.) 

et (C). Cette courike ert UKtehée par loptoB les carftCiérâsiiquod 

de la inâiiie ataxiiëre qme l'enveloppe eal tombée |>ar tontes ks 

esveloppées 9 ei eUc est pevrfeiBfTcloppe twe rénisAÀ& arête de i«« 

broiissêmeat : car tomes les p»nîes -des caractéristiques qui sont 

d'un même côlé par rapport à leurs points de contact aree la 

conrbe que nous considérons ^ forment une première nappe de Ten-* 

vcloppe ; et toutes les parties de ces caractéristiques qui sont do 

l'autre côté des mêmes points de contact ; forment une seconde nappe. '^ 

Ces deux nappes se touchent dans la courbe dont il s'agit ^ et qui 

est pour elles une limite commune ; de manière que si un point 

se mouvoit sur une de ces deux nappes suivant une certaine loi , ' ' 

il arriveroit jusqu'à cette limite qu'il ne pourroit outre-passer; et pour 

continuer son mOuTement suivant la n^me loi , il seroit obligé de 

se réfléchir et de passer sur l'autre nappe « Nous aurons occasion , 1 

par la suite ^ de nous fitmiliarîser avec ce&to espèce d'arête ^ 4e rer 

Jbronsfement., Jfïous;nous contenterons i^ de^frî^e iàBmrrm qn^ }m 1 

su£iace4 4U^I^q^es.sant dies enidk^j^; ifae^^ c^imiie t4lles4^1w<^nf ] 

leur . suréte j^ r^ofjasvmeofiii que $ :poi|r r^âles » ^iM%e ^tx^e ^se* réémî 

toujours à un point unique^; -^ iqiie lae peia^t ^ .est Je \Mmm9t$ I 

ie^t ^iKès^remargpuJUe ^UF «es mvfiweas,» i 

Toutes les arêtes de rebroussemcnt des enveloppes souin|sjSS 4ia 
même génération ont a^^^ Mu garact^re ^commun , une propriété 
générale 9 qui est indépendante de la courbe qui particularise l'en- 
veloppe, et dont on peut avoir l'expression analytique. La considération 

de ces arêtes est d'une grande importance dans le calcul intégral des I 

j^ëquations aux^ différences partjleUes , et pour^cette f^son nous ne 

manquerons pa^ de les étudier dans }om les cas jvprticuliers que | 

nous traiterons* 

Enfin f chacun des points de Tarête de rebrousiement dVme en« 
^dpppe'est.^iMrfieetion^ de.dcfux ^ametérialiqaei oonséeutîires} mail» 
si 9 sni\ ettte iffête, il se trouve vtk point dans kquel les trois 
'CaiNictérisrî^es eon^écutivei sexQnpenl.t ou »: ce ;qui rerient aumêniç , 
s3| canste «m certaine vidbiir de ijrir^MMr iaquette Jes.deux,.caraoté- 
JsMîcp^s <çQiiaéciitiVf»;«om»4wi et jie Hament quiwie même . osôrbe 
le ,poiiR ç^rré^pdint de l!kréte de rebronssemeat «cra tel , que Ims 
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C50 
trois coordoimées a: , jr , z ne varieront pas lorsque « viendra encore 
à varier- Si donc on difficrentie les trois éqnations (A) , (B) , (C) , 
en regardant « comme seule variable , les trois équations que l'on 
aura ; appartiendront au même point de rdiroussement ^ et parce 
que £a : difierehtiation de {Ji) produit (B), et 4pe cdle de (B) 
ptodtnt (C), il s'ensuit' que si des quatre équations 

> = o (J) 

/' dF \ . . 

/ ddF\ ^ 

/dddF\ 

on ^Umine ks trois coordonnées x, ^, a, on aura une équation 
qui ne i^nfermera pltas que' •, et qui donnera là valeur de • pour 
qu'un point de Taréte de r^roussement'soit commun à trois carac- 
téristiques consécutives. Ce point est lui-même pour l'arête un point 
d'inflexion ou im point de rd>foussement. 

Passons actuellement h la recherche des équations de quelques 
éhtdoppes. 



'il' . .IIM.IH. 



I 



% k 



I 



I ... • • .1 



^ 



^- V 1 1. •■ •-'•'• .^ r 



s. TH. 



\ 



) 



Des surfaces des canaux , dont Taxe est une courbe quelconque 
plùne et horisontale , et dont les sections )}erpekdtculaires à cet 
axe sont des cercles de rayon constant. ' '' 

^ ; Une courbe quelconque *étant tracée sui* le plan horisohtal v si Ton 
îrtiaginë qu'une sphère d'un rayon constant se metové de manièi^ 
^que'sou cenùre suive la courbe», - elle pardourra utt espace qtiî érerh 
emieloppc par une certaine 'audace courbe. Cda posé , trbuv^, 
,ifii i&équation générale' 4^ iùikes les surfmm ùomrhés Sùumisei à "bette 
^^nétptidn^j/fueSe que soit^^d'atikun^U wutée plafie qui leur ^êk 
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d'aacêy a*. les équations de la caractéristique de cei surfaces f 
3«. cette de ledi- arête de t^ràussement. 



' " ' i 



Première manière, ^après la considération du plan tangent. 

i^, La Surface que jioii& cpn$i dirons étant renre^pfxi d'tme suite 
de sphères de même rayon -, îl est évident que son plan tangent 
cojvQCÎ4^'âhr6C.le pl^u tangent de la sphère enveloppée qui la tamche 
au jvuénic point.. , . 

Quelle que soit la courbe qui sert d'axe , Tangle que le plan tangent 
de la surface fait avec |e plan horisontal pour un point de contact 
pris à une certaine hauteur , doit donc être égal à celui que fak 
avec le n^me plan horisontal le plan tangent à une 4es sphères 
enveloppées , pour un point de contact pris à la même hauteur* 
Or, réquation du plan tangent étant , comme a» sait, 

/dz^\ /'dzf\ 



À^içp8iitu&^ r^ni^e.qae ce pl|ui iaitavec le plan horisoatsçl'y est 



k « 



de plbs, a étapt le nyon constant des sphères envèkrpféts^ étA, (i 
étant les coordonnées quelconques du centre d'une de ces sj^res^ 
réquation de la surface de cette sphère s^ra 

Tiram de. cette équation les valeurs de (^) etde f t- j poçr les 

substituer dans ' Fexpréssion du cosinus de Taïigle que le plan tangent 
de cette sphère &it aVec le plan horisontal , on trouvera 









,dpiic^, égalant .1^ ^aJeurs ^e c^ d(^ çosimis ^ ^ ei acçentiiant :; flans 
la seconde expression , puisque les. pofjofs 4^ co^i^t^i^t ^qj^i pjris à la 
même hauteur , on aura , pour équation générale des surfaces que 
nous considérQn;^ , .. 

•"[■+(^)"+(^)"3;=-;;; w ^ 

jÉutrçmm^'*^ &t' évident qùé touttes^'f^s normales de Teïrrel^p'é 
coupent la courbe qui lui sert d axe , et que les parties de ces lior- 
males comprises entre la sur&ee et le plan horisontal ^nt égales 
entre elles et au myon^àfis sphères cnvelo|^ces. Or, on nommant 
s^^ y[y z^ y \^s codr^doiinces d'un point, d'une sur&ce courbe, nouf 
aronâ vu qae les équations' de la normale qui «passe par ce point soaâ 

De plus • là grandeur tïè! là partie dé ëkte notiriàkf comprise 'éntite 
le point de la surface et un i^tre point dont les coordonnées sont 
a:, j, z, esc^/^T V :- ;:-- ^:^ ' •> 

%ib3tîtu2nid9»o pour «i^ aé'ei ''yr*-^\ji les ivalenirsjqnjè fi»i\rm^^Q|^ 
lesdeiix équatiossuprécédentesi», on anim • pour; expr èasio» 4è Mtt^ 
grandeur 
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' Si d»i»c.ai\"v]eut tfvf^ir. la| ^iideur de 'la partie delà normale 
dam cette ejgftïicjwif» , qui dpvjep^ , ' 
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donc, en égalant celte eitpressian jiu rayon a dç»w sphères enve->' 
loppées y et 4i|0vant au catrè ; oS ^ixcÀivêra xoteuié <)i-dessus , pour 
équation générale 






a* /;. .. (a). 



j. t 
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.,2*>. La carfiçtçristique de la,SHf%e , c'^sfn9H(U|:e^ lt^ç(>«rl^^4^ 
4q ef9ite siirfafi^ avec ch^cuiiiÇ(4iÏ!^?^^)^P^ >- ^ fi^à4enimmt , dâiu| 
ce cas , )a iigae.de fius grande p^t0.<^ 4a t^W^e k-Wt^m qui: revient 
au même I elle es^ de tx>tttes les cottr)>es qUi sOnf sar la surface «t 
qui posent par un méiùse point ^ celle dont* h tangenijè en ce point 
fait le plus grfiiad 4Pg}Q 4veç le rplw liortaonial. La tangente de cette 
CAurlie.estfldonc perpendiculaire à Thorisontale menéei^daots le plan> 
tMij^l^iei\gaafifjL: la; ptpfeclibi» faorisontale^ dà cette tangente! tu per^* 
pendiculaire à la trace horisontale du {dan* tangent.' Otso^^y ^^' étanb 
les coordonnées du point de la^caraçté^stique , qui est aussi le point 
de contact du plan tangent, réqnattoii d^ la projeçûon horisontale de 
le tangente est .> -.- \ ^ •^- , v 

•••.•1.-- ' I .. •.:.;/T'7:' = ^:^.T".^:)''^.»" ;' • 
11- 'J 1 ' 1 ' I ' (."' 1 .^ i- • . '■ • -• ■ ' 

celle de la trace horisontale, du plan tapg|ent se .trouve en faisant s ?? o 
dans l'équation de ce plan , et est 

De plus j ces deux droites seront rectangulaires si , en ajoutaiàt les 
produits des coef&ciens de a; à celui des coefEciens de r , la somme 
est égale k zéro ; donc l'équàdon de la projection horisontale de la ligne 
de plus grande pente est 
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m'^-Xw)^- 






J>(^c enfin les 'deux équations -de ii caractéristique de la sor&ce 
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« • « 

En gênerai réquation (&)-peut ju>HJ ours être déduite immédiatement 
de l'équation (a). Pour ne pas trop charger vcei exfeûîple , nous le ferons 
voir dans l'exemple suivant. 

5*». Uaréte de rebrousscment dé la dur£ice touche en chacun de ses 
points une de ses caractéristiiq[ttesyt:ët^£èux courbes ont donc en ce 
point une tangente coniilmne ; dôtlëlà tangtate de Farète de rébrous^ 
sèment pour \ùx point die contact pris à une certaine hauteur , £atit 
avec le plan horisorital le même angle que la tangente de la carac- 
téristique pour un point de eonttfctpris à la même hauteur. Or j::'^ 7^, s\ 
étant les coordonnées du point dé contact pris sur Taréte de rebrou»* 
sèment, la tangente de l'arête £Mt, arree le plaBihorisonlal» un angle 
dont le cosinus est évidemment 

COS. e= ^ J f 



^{dxl^ -H 4^» -H <&'») 



" » 



De plus , dans un cercle vertical , et dont lé rayon est a pour un 
point de contact pris à la même hauteu^ zf^ la tangente &it, avec le 
plan horisontal, un angle dont le cosinus est ' . ' !' 



a . 



donc , égalant ces deux cosinus , on aura pour équation de l'arête 
de rebrousscment 

Autrement. Les deux équations (a) et {p) appartenant à toutes les 
caractéristiques , queUe que puisse être la courbe qui sert d'axe à la 
surface , et quel que soit le point par lequel passe la caractéristique sur 

rdz'\ /dzf\ 
chaque sur&ce individuelle, les deux quantités i'^j ^^ v À^y ^^ 

renferment ces deux équations , dpivent dépendre implicitement , et 
d'une prenuèjre quantité mtjiû i^ur chaqudi enveloppé assigne le lieu 
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de la caraciérU^^^ çt d'une seconde quantité p =: f «, dont la forme 
particularise l'O^^Hpe elle-même. Si donc entre les trois équations 

(o) , (b) et la 

\. on élimine les deux quantités (-T-7 ) et ( -5-7) , on fera disparoltre 

tout '.ce qui dépend de la quantité «, p^ conséquent tout ce qui, 
dans la même enveloppe, particularise chacune des caractéristiques; 
et l'équation aux difîërences ordinaires 

que l'on obtiendra , appartiendra à l'arête de rebroussement que tontes 
ces caractéristiques touchent; mais aussi par celte élimination on jait 
disparoltre tout ce qui dépend de l'autre quantité f3=fM, et par 
conséquent tout ce qui particularise l'enreloppe elle-même ; donc 
ïéqiutioti (c) est généralement celle des arêtes de rebroussement de 
toutes les surlaces soumises à la même, génération. 

On voit donc que la caractéristique est exprimée par deux éqnar 
tions (a) , (b) , dont l'une est aux diffîrences partielle^ , et dont Tautre 
est aux différences mêlées , partielles et totales ; et qu'au contraire 
l'arête de rebroussement est exprimée par une cqiution unique aux 
diflérences ordinaires , tandis qu'en quantités finies elle doit être 
e xpr imée comme toute courbe à double courbure, par deux équations 
équivalentes à celles de deux de ses projections. 

Les arêtes de rebroussement que nous venons de considérer , sont 
susceptibles d'une autre génération qui conduit à une construction 
simple. En effet, si après avoir décrit sur un plan vertical quelconque 
la circonférettce d'un cercle d'un rajon a , et dont le centre soit dans 
l'faorisontale , on plie /re plan sur la snr&ce d'un cjUndre vertîcid à 
Itase quelconque , la courbe à double coiirbnre que la circonférence' 
de cerde formera par son application , sera en général l'arête de 
rebronasemeut de la surface dont il s'agit. Car il est &cile de 
voir, i"* que pour toutes le^ conrbes sonniûes à cette génération, 
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é. nouc Vè 



■/t^i» -h df^ -f tiz^) : \^( </-/.' -f- r/f 

ce qui est la propriété exprimée par 1 cquaiion ((^Jj^^Ppe ces courbes 
sont les seules qui jouissent de celle propi-icté- DOùc ^(^uatioll (c) 
BuAit seule pour les déGnir. 

Secoaàe mamért , tn ^uanOtés fituea. , '} 

' L'éqaùlion de la courbe hômoiitale xjni doit ^eWir d'axé à 1* surface, ' 
et sur laquelle se trouvent leS centres de tontes les sphères enrelop-' 
pécs, étant représentée par j-^^-fX, dans ■laquelle f cit>rîftie une' 
fonction quelconque arbitraire , et a étant la valeur de a: , <|ui corres- 
pond à la' position du centre quelconque de ces sphères, l'équation 
de la surface de cette sphère sera 

Si ton différentig cette équation trois fois dé suite , ea ragariUac m 
comme seule vdriable, «isi l'<Aà ûit df» = f'm. dW , <lf'«=e:f"«dU et 
d^'m^ ^"adat on aUra lei quati-e cquati<NU 

(»— <t)»-4-(_y--#«)»4-«»=a». . . (A) 
a: ■*- « ^- (^ __ ç «) ^'<t = o . . . (^ 

{jr~ »«) *"« — 1— c»'-)*^ o . . . (C) 

{.J—9*) ç"'« — 5#'«.f"* = o . . . <P) 

Ce sont ces quatre équations que , dans' le parag. précédent , nous 
avons représentées par 

/'dF\ /ddF\ rddaF\ ' 

Donc si , sans prononcer sur la valenr de la quantité « , on . élimina 
cette quantité entre les deux équations (A) et iji) , le résultat de l'éliaii- 
nabon sera en x ^ j ,t , l'équation finie de l'enTeloppe. Tant que la 
fonction f restera soas sa forme générale et indéterminée , l'élimination 
dont il s'agit ne pourra s'exécuter , et ces deux équations ne povrront 
être réduites h. une seule. Ce ne sera qa'aptèi aroir déteiminié la 
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fprme . de la foi^tton , de manière qu elle appartienne à la surface 
ii^divi^M^^ T^^rjlî^^ considérera dans chaque cas particulier , que 
ïon pourra .effeqfj^i] cette élimination. Ainsi, ^ étant regardée conune 
x^ne quantité doié^» ^a valeur est ipdiflerente , et qui doit disparoltre 
par l'élimination^ et la forme de la. fonction 9 étant arbitraire, le 
système des deux équations Ç4) et (B). exprime donc toutes les sur- 
faces .qourbcs soumises à la même génération; ce système est donc 
équivalei^.t à rçquatiQii unique aux différences partielles (a) , dont nous 
verrons .par la suite qu'il est l'intégrale complète. 

. Si dftns les mêmes équations (^)'et (B) on r^^rde a, non {du6 
comiHerûnc indéterminée qui doive dîspm*oitre par Félimiiiation , 
mais comme une constante arUitraiire qui doive subsister , en sorte 
que- les àeqx équations (^^et (B) mo soient plus réductibles à une 
Mtile ;' elles appartiendront à la caractésistîque de la surfatre. La forme 
de la fonction p particulariaera la sur&ce indîvidiiette , en la conatante « 
particularisera sur cette surface k caractéristique individuelle. Ces deux 
équations sont doac éqniwlentes* aux densx. équations (a) et (b). Nous 
Verrons par là siiritç .qu^es en, sont rintegoale , complétée par une 
constante art(itraire A , à cause des ^diffiàrencescMNlinaices, et par une 
fonction arbitraire p , àr cause des dîffisnmGes'. partielles, 

* Si Aans léis'à-ois équatîoTis (yfj \, (^V(C), onélitnine «, regardée 
comme une indéterminée dont la valeur tsi indifférente ( élimination 
({ui'we ^>eiit se ilaire que daias dsaqne cas panio«lief , après avoir 
détertniné la foMie de la fonction p. , et- celles des fonctiah» pf, p^ qui 
en dérivent par la difiëreiîtîation , on aufxi.en a? , y, z , deux équations 
ipi seront celfes d^ IWéte' de rebroùssemeiâ. , Ainsi ia forme de la 
fottciion p étant arbitraire , le iystéme de ces; trois équations est équi* 
valent à Féqualion unique aux dîfféreacei ordinaires (c). Nous verrons 
qiill ctfi est Fitité^ale compliiè* 

'^Enfini si^ des quatre^-équatkms {A)^ (^, (<?)i (P)^ on tire les 
vakurs àt% quatre cpiabmés a?) j?; ;i et « , on aura les trois coprdônnées 
du]ri6int-d'ifaiiexK)n ou de-rebrousserafent dé r»étede rebroussement , 
et la position du^ceiutre de la spbère enveloppée sur la surface de 
laipaieUé; se trouve ce même poiiKï.' 

- ^Kniiftâvetioiis de^ tseît q»e L'ènvelûppe. eat esKprmée par une» équation 
ifliqueiaux diffisnmoes partieUés> ec»q«e son siréte; de rd)rous$emeaii 
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Test par une cqnaiion unique aux diflcrenccs ordinaires; mais qu'en 
quantités finies l'enveloppe est exprimée par le système de deux équa- 
tions , et que Farêlc de rebroussement Test par ou système de trois 
équations , entre lesquelles il faut éliminer une indéterminée a. Lors- 
qu'un objet est exprimé par une équation unique , cette équation est 
nécessaire , et ne peut être suppléée par aucune autre équation unique 
de même genre; mais lorsqu'il est exprime par le système de plusieurs 
équations , aucime des équations de ce système n'est nécessaire , et il 
existe toujours une infinité d'autres systèmes d'équations absolument 
équivalens. Par exemple , une courbe à double courbure est déter^ 
minée dans l'espace par deux équations en :c , ^ , z; et ces équations , 
qui sont ceUes des deux surfaces courbes dont la courbe est l'inter- 
section , ne sont nécessaires , ni Tune ni l'autre , pour exprimer cette 
courbe : car il existe toujours un nombre infini d'autres surfaces 
courbes qui , prises deux à deux , se coupent dans la même courbe 
à double courbure, et dont les équations, quoique très-différentes 
des deux premières , expriment cette courbe avec la même exactitude. 
Le système des quatre équations (jf) , (B) , (C) , (Z>), n'est donc pas 
nécessaire pour exprimer toutes les affections de l'enteloppe que nous 
considérons , et il existe un nombre infini de systèmes d'é^piations 
qui remplissent exactement le même objet. Nous nous contenterons 
d'en rapporter un seul exemple. 

Tout étant comme précédemment, si l'on conçoit qu'un cylindre 
indéfini, à base circulaire, et dont le rayon soit a, se mfsuve de 
manière que son axe soit toujours dans le plan horisontal , et tangent 
à la courbe , dont l'équation est j = ^a: , il parcourra un espace qui 
sera circonscrit et enveloppé par la surface du même canal que nous 
considérons ; cette surface peut donc être aussi regardée comme 
l'enveloppe d'une suite infinie de cylindres borisontaux ; et en opé-. 
rant sur l'équation générale des surfaces de ces cylindres , de la même • 
manière que nous Pavons fait sur celle des sphères, nous obtiendrons 
quatre nouvelles équations dont le système remplira le même objet 
que celui des quatre équations (ji)^ (5), (C), (Z>). 

II est facile d'avoir l'équation générale de ces sur£Eu:es ^lindriqnes 
par la méthode que nous avons exposée en traitant de leur géné- 
ration ; mais il peut être bon de iaire voiir comment on peut / 
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armer, par des considérations analogues à celles dont nous nous 
occupons. 

Si l'on représente par a la valeur de a: qui correspond an point 
de contact de Taxe du cylindre avec la courte korlsoutale , on aura 
pour ce point j'=f«,- et l'équation de Taxe du cjlindre , c'cst^-dire, 
de la tangente à la courbe , sera 

Si Ton suppose ensuite qu'une sphère d'un rayon a se meuve de 
manière que son centre parcoure cette droite ^ l'enveloppe de Fespaco 
qu'elle parcouriTi sera la surface cylindrique demandée. Soit b la valeur 
de X qui çprrçsppnd à un point quelconque pris sur cette droite , 
on aura pour ce point ^ = f «-+-(6— ^«)f'* ; et l'équation de la 
surface de la sphère 4ont le ceptre serpit en ce point , et dont lo 
ravon seroh a , ser(| 

(a:^by + [/ — •« — (* — «) ♦'«]* 4-z» = a». 

Ponc différentiant cette équation , en regardaiit b comme seule yariable , 
W qui doQue 

« — fc -4- 6 [/ — 9« ~ ( J — «) ç^«] ^V — o I 
et éliminant &, l'équation résultante 

[f X - «) y« — (^ — ♦«)]» = (a*— z») [i H. (fUy^ 

sera celle de la surface d'un cylindre à ba$e circulaire, dont Taxe 
touche la courbe horisontale , « étant la valeur de 2: qui correspond 
au point de contact. 

Cette équation étant celle d'ime nouvelle enveloppée , il s'ensuit 
que si on la diflféreniie trois fois de suite , en regardant a comme 
seule variable , on aura quatre équations nouvelles , 

(*— «)*f'«— (* — •)(/ — ♦•) =(a* — x*)^'* (B^ 

(x— i.)-çV— (* — «)^-+/ — f« = (««-.^)f<'ii (C^ 

6 
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ijui remplaccroqt les quatre é<{iiations (J)^ (5), (C), (Z>).^Ainsi , 
si Yon élimine » des deux équations (u^Q , {B^ , on aura Téquation 
de Fenveloppe j si on élimine m des trois équations (^Q , (B^) , (CQ > 
on anra les deux équations de Taréte de rebroussemenl ; enfin les 
quatre équations (/£) , (B), (C), (D) , donneront les valeurs de a:, j, » 
et « qui correspondent au point d'inflexion ou de rebroussement de 
faréte. 

Ces deux systèmes d'équations peuvent être employés indifférem- 
ment ; nous nous servirons du premier , parce qu'il est plus sinofile. 



\ ^ 



Etant tannées les deux équations d'une courbe à double courbure 
quelconque , trouver celle d'une surface courbe qui passe par 
cette courbe , et qui soit celle d'un canal dont la section soit 
un cercle donné de rayon ^ et dont F axe' soit une courbe comprise 
dans le plan horisontal. 

La question consiste évidemment à déterminer dans les detûc 
équations (jé) , (B) , ou dans les deux équivalentes (j4^) , (B^) , quelle 
doit être la forme de la fonction f , pour que la surface à laquelle 
appartient Féquation résultante de l'élimination de « passe par la courbe 
donnée. 

Or , cette suriace y qui est ime enveloppe , passera par la courbe 
donnée , si toutes les surfaces enveloppées touchent cette même 
courbe ; c'est-à-dire « si chacune des tangentes de la courbe donnée 
se trouve sur le plan tangent à l'enveloppe à laquelle appartient le 
point de conuct- Soient donc F{x,jyZ) = o ^ et/(x,jr, i5) = o^ 
les deux équations de la courbe donnée ; si l'on représente par 
XjXj % les coordonnées du point de contact , et par x^ y j' ^ «'^ 
celles du point général de la tangente, les deux équations de cette 

tangente seront 

dx 



j'— y =(*—*') 






1 
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dans lesquelles les <(tiâniitis <£r , à^t dz sont des différentielles or- \^^ 

dinaires ; puis si Ton dàflférentie les deux équations 



^(^»>» «) = o, et /(x, jr, s)=o, 



a: 



^3cf = {z^7f)p^ y'—f=i{z — zf)q. 



De même , ^yf^t étant les coordonnées du )>oint de contact du 
plan tangent , et x', y^ li étant celles du point général de ce pbn , 
fcquation du plan tangent sera » comme on sait, 

,_v = («-«=')(^)+(,-y)(^). 

dans laquelle \-t-\ et (^) sont des diffsrences partidllesf puis» 

si Ton diffcrentie Féquation (-^ de l'enveloppée, et si Ton en tire 

les valeurs de (-7-] et de (^) <pû seront en x, ^, z, « et ^«, 

et que nous représenterons respectivement par P et Q; l'équation dtt 
plan ungent sera 

Ce plan devant passer par la tangente , il jfaut que son équation 
et celles de la tangente aient lieu en même tems , c'est-à-dire , que 
si on élimine Jes trois quantités x — x', ^— .^', % — s', ce qui 
est toujours possible , l'équation résultante 

* 
^piiest en Xjj*, z, • et fa, soit satis&ite. Donc, si on en élimine 

X, y^ s, au moyen des trois équations F{x^jry «) = o ifipCjjr^ s) = o , 

et (^) , qui ont lieu en même tems pour le point de contact y on 

aura en « et f «, une équation, que nous représenterons par 

dSf =: o, 






dx dy , Y 

et si l'on en retire les valeurs de -7- et de -4- , qui seront en x, j^, s , ^ 

et que nous représenterons respectivement par p et ^ , les deux 
équations de la tangente seront 
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€t qai donnera la relation que doivent avoir entr/t elles les deux 
coordonnées a, f a du centre de la sphère envelopipée^ pour que la 
surfisice de cette sphère touche la courbe donnée. Mais il faut que 
cette condition ait lieu pour toutes les valeurs de «e r il faut donc 
que la même relation subsiste , quand même « varieroit et deviendroic 
• -f-^fa; donc , il faut que la diflerentielle de Téquatlon 3f=o ait 
•ncore lieu » c*estrà*dire , que l'on ait encore 

dM 

dM 
Donc , si entf e les quatre équations (/f) , (fi), Mz=: a et -5— = o , 00 

ëlunine les trois quantités «, f a et f'a^ Téquation résultante sera en 
^f^» ^ <^^6 àe f enveloppe individuelle demandée , qui passe par 
la courbe donnée. 

Cette méthode de déterminer la forme de la fonction pour qi;e 1» 
surface passe par une courbe donnée y n'est point particulière à 1» 
surface dont nous nous occiqfton»;. elle est générale , et elle convient 
à toutes les enveloppes lorsqu'il n'y a qu'une seule fonction à dé- 
terminer» en est dé même pour celle de la question suivante* 



Etant donnée Péquation dune surface courBe , twouper celle de la 
surface d^un conal à section circulaire^ et dont taxe curyiligne- 
soit dans le plan horisontal; de manière que le canal ceigne la 
sur/ace donnée , c'^est-à-dîre ^ F embrasse en la touchant suiranù 
une jcourhe. 

H est évident que la question consiste à déterminer dans Ses équations 
(A) , (B) quelle doit être la forme « de la fonction f pour que l'cn-^ 
veloppe ceigne la surface donnée ; et qi^e cette condition sera remplie* 
si chacune des. sphères enveloppées touche la surface donnée , c^est-a-* 
dire , si , pour les points communs à l'enveloppée et à la surface 
donnée , ces deux surfaces ont le même pfan tangent. Soient donc 
F(pCyj 9 a)^=o Féquation de la surface donnée : si Pon représente 
par ^9^9 » 1<^& coordoxmées du point de contact ^ et par x', /^ ^ 
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telles du point général du plan tangent , sî de plus Pôn éxprimir 

respectivement par p et q les valeurs de (^ j et de ('^) tirée» 

de I équation F{x^y'^ a)=i±d, Téquation du plan tangent à la surface 
donnée^ sera 

Sî Ton exprime de même par PexQ les valeurs de ( ^ j et \ ;jr- / 

tirées de l'écjuation (^ , Téquaiion du plan tangent à la sphère en' 
veloppée sera 

l^our que ces Atnx plans se confondent en un seul , il faut que VoU 
ait les deux équaiions 

■v 

qui sofit toutes det|x êux^j-f^^^m^ et pm. Si dé ces deux équaiîont 
et des deux autres F(x , j^, z) = o et {A) , on élimine les coordonnées 
^^ y^^ du pohit' de contact qui tsl commuli aux deux plans , oÀ 
aura en # et ^d^ une équation que nous représenterons par M=zù ^ 
et qui sera celle de la couiiie horisontale qui sert d'axe à Tenveloppe^ 
lorsqu'elle ceint la surface donnée. 

Donc, si entré lés équations (A)f (É)^ àt=xo et--7-^=?o, cm 

du 

élimine les trois quantités a, fa, /«^ on aura en ^sjf s, mO^ 
de rcuveloppe individuelle demandée. 

• • • > 

S. VIII; 

Des surfaces dùnt la ligne de plus grande pente est une droite 

d inclinaison constante. 

Si Ton conçoit qi^'un cône droit » h base circulaiie j et dont lucr 



spU constamment vertical , se meuve de manière qac le sommet par^ 
court une courbe quelconque tracée dans le plan horisontal , ce cône 
parcourra un espace qui sera enveloppé par une certaine sur&ce 
courbe. Cela posé » trouver , x^. V équation générale de toutes les 
surfaces courbes soumises à cette génération , quelle que soit ^€Ùl* 
leurs la courbe horisontale qui dirige le fp^vement du sommet du 
cône/ :^. les équaiions de la caractéristique de ces surfaces; $^ celles 
de leur €tréte de rebroussement. 

Prtmièn manièn , â^aprit la cansidénuion du plan tangent. 

i^. Chacun des plans tangens de l'enveloppe étant aussi tangent à 
un des cdnes enveloppés , il s'ensuit que tous ces plans forment avec 
le plan horisontal un angle constant. Or nous avons vu que pour 
cet angle on a 

I 

COS. = ■ ■ ' ■ 



n'-m-im 



donc il faut que cette expression soit égalée à une coxistame ; ce qui,, 
en nomnumt a la taqgente de l'ange , doxme pour équation gteérale 
de toutes hs enveloppes produites par cette même génération 



(èy-^Ciy^^* -ca). 



21*»; La caractéristique dd la surface » c'est-à-dire , la ligne de contact 
de cette surface avec chacune des enveloppées , est évidemment un 
des côtés du cône enveloppé , et par conséquent une droite perpen- 
diculaire à la trace horisontale du plan tangent correspondant : elle 
est donc , comme dans le cas précédent , la ligne de plus grande pente 
de la surface; donc sa seconde équation sera de même 

5^. L'arête de rebroussement étant touchée par toutes les caracté- 
ristiques f et ceUesHâ étant des droites qui forment avec le plan 



>^' **'— 



i 
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boriscmtal un angle constant , et dont la tangente est a , il s'ensuit 
qae , quelle que soit la conrbe qui dirige le sommet du cône euTëloppé , 
chacun des élémens de Far^e de rebrooissement fait avec sa projection 
horisontale un angle dont la tangente est a. on. a donc pour toutes 
les arêtes , et pour chacun de leurs points , 



dz 



^(da?» + dy^ ) 



Uéquation génÀ*ale des arêtes de rebronssement de toutes les sut'- 
faces soumises à cette gjênération , est donc 

Ces mêmes arêtes de rebroussement sont susceptibles d'une géné- 
ration plus simple. En effet j aprfes avoir mené dans un plan vertical 
quelconque ime droite qui fasse avec lliorison Tangle dont - la tan* 
gente est a, si Ton plie ce plan sur la surface d'qn cylindre vettica} 
à base quelconque , la courbe à double courbure que la droite formera 
par son application sur Ja surface , sera «videpimcnt cellç qui est 
exprimée par Téquation (o), \ / ' 

De, la ctiractéristique. 

Nous avons dit (|. VIII) que dans tous U& ^s Féquation (b) de 
la caractéristique pouvoit être déduite analytiquement de Téquation (a) 
de l'enveloppe. lïous allons ]e dénM>ntrer. 

. Pour abréger , nous représenterpns désormais par ;^ et ^ les diffé- 
rences partielles de z , de manière que pour toute surface on ait 

w 

dz "= pâx ^ qdf. ' 

Uenvdoppe toucbant dans cbacun de ses points une des enveloppées.», 
et ces deux^ surfiices ayant pour leur point de contact le même plan 
tangéM 9 il s'ensuit que pour ce point de contact les valeurs des cinq 
quantités «>/,«, ;^ , y y sont les mêmes , soit que Ton considère 
le point comme appartenant à fenveloppe y soit qu'on le regarde comme 
iqppanenaut à l'enveloppée : ainsi Téquation (aV de l'enveloppe, qui 
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• 

n'est en général composée qiue de ces cinq quantités , appartient Bon« 
feulement à toutes les enveloppes différentes sonmlses à la même 
génération , mais encore à toutes les «iveloppées comprises sons 
foutjes ces enveloppes. Gonsidéroi^S'^la d'abord cQmme appartenant 
aux enveloppées. ' . . * . i* 

Des cinq quantités x ^y^ ^^p ^ <fy le; deux dernières , p el^j sont, 
les seules par lesquelles 4)euvenl différer entre elles les équations 
individuelles de deux enveloppées différentes ; elles sont donc les seules 
qui dépendent de la valeur de la quantité « ^ qui , pour t;ne mépie 
enveloppe , indique la position' de l'enveloppe individuelle. Or n6a9 
avons vu que pour avoir Féquatîon de la caractéristique , il faut différ 
rentier l'équation 4e l'enveloppéf; , px^ regardant .a^ conupe seule variole, 
Donp si l'on représente par 

f r 

Pdp^Çdq^Q 

la -différènticUe de l'équation (a) , prise en ne faisant varier que p t\q^ 
sa différentidle prise , en regardant a comme seule variable , sera 



m-<^) 



or on a d'aiUemrs 

4z :=: pdx r{^ {fdy ^ 

fil pai* consé<pient 

t 

% 

jjpnc éliminai^t ( r^ j^ \ "^ ) ' ^^ ^'^ P^"' équation de la ea* 
ractérisdqae 

C'est /cette équation qui , d^ns tous les ça^ , prp49ira l'éqnaUaji {Jb) 
de la caractéristique. 

Considérons actuellement l'équatioiii (ff^ comme appartenant aux 
enveloppes. Des cinq quantités ^^ jr^ f» Pf q^ Içs deux d^mièn^ 
sont encore les seules par lesquelles peuvent différer eajUre ojjjes les 
^ouations indiyidi^ellei; de ^eu^ ex^v^opp^ i^crmt^ ; eUe^ ^piit 4o«| 
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le$ senks qai dépendent de la forme de la fonction ^ qui paiticulartse 
l'envdoppe. Ainsi , en supposant que la fonction 9 renferme un 
paramètre y qui soit constant pour une même enveloppe , et qui varie 
en passant dWe enveloppe à une autre , les quantités Pf^j sont dans 
r^quation (a) les seules qui dépendent de la valeur de y. Or, si l'on 
vottipit trouver la ligne d'intersection de deux enveloppes consccuûves, 
il faudroit ditféremier l'équation (a) en regardant y comme seule 
variable; ce qui donneroit évidemment 



"(^X^)-- 



0t parce que l'équation 

dz = pdx + qdjr 
donne également 

«a éliattiMim '( -^ J* \ ^^ ) » ^^ «uroit encore 



qui est la mâme équation que celle que nous avons trouvée pour la 
caractéristique. Donc la caractéristique jouit de la double propriété 
d'être l'intersection de deux enveloppées consécutives inscrites dans 
la même enveloppe , et d'étr^ l'intersiectioii de deux enveloppes con- 
sécutives circonscrites à une même enveloppée. i 

Il est fiicUe de vérifier ce résultat sur toutes les surfaces dont^ 
now '^vons étudié les générations, nous allons le £iire sur celles 
de révolution prises pour exemple* 

Une surface de révolution est Fenveloppe. d'une suite de sphères 
dont les centres sont sur Taxe , et dont les rayons sont variables suivant 
une cerûine loi. Pour une même surfi^ce de révolution, c'est-à-dire, 
pour une même enveloppe , la ligne suivant laquelle se coupent deux 
sphères consécutives, est évidemment la circonférence d'un cercle dont 
I9 plan est perpendiculaire à l'axe , et dont le centre est dans l'axe. 
JSnsuite y si l'on suppose que la courbe qui sert de méridien à la 
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surfiice vienne à changer, il en résultera une nouvelle surface de 
révolution qui , si elle coupe la première , la coupera évidemment 
encore dans la circonférence d'un cerdc dont le plan sera perpen- 
diculaire à Taxe, et dont le centre sera dans Taxe. Ccst cette circon- 

> 

férence de cercle , ayant pour axe une droite constante de position , 
qui est la caractéristique des surfaces de révolution autour de cette 
même droite , cl qui est en même tems , comme on voit , Tintersection 
de deux sphères consécutives sous la même enveloppe , et celle de deu» 
enveloppes consécutives autour de la même sphère. 

Seconde manière , en tjuaniiiés ^ie^. 

L'équalion d'aune surface conique droite à base circulaire , dont 1er 
sommet est dans le plan horisontal , et dont l'axe est vertical , est 



z« = a* [(a: _ *)» 4- (^ — fiy] , 

dans laquelle a et p sont les coordonnées du sommet, et a est la tan« 
gente de l'angle que le côté du cdne fait avec le plan horisontal. S» 
l'équation de la courbe que le sommet doit parcourir dans le ph» 
horisontal est représentée par 

J = fCCr 

on aura 

et réquation générale de l'enveloppée ser» 

diff6pentiant trois fois de suite , ea regardant «comme seule variable^ 
on aura les trois autres équations 

(7 — »«)f^« + ^— * =0 . . • (i5) 

(r — ♦*) /* — I — (/*)* = o . . . (c> 

desquelles on déduira y comnie nous l'avons vu , l'équation de Fen' 
veloppe > celles de sa caractéristique et celles de son arête de rebrouj»^ 
sèment. 
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S'il" itoit . qotfdon de dëterminer la forme de la foaction 9 , de 
jttanieK que l'esveloppe individuelle passât par une courbe donnée 
<m ceîgnk une B«a:6tce> donnée , on le feroit par la méthode qui 
a été esqpesée dans rexeni^e ded suif aces des canaux circulaires. ^ 

Pfous terminerons ce qui regarde les surfaces dont la ligne de plus 
grande pcùte est une* droite d^inclinaîson constante , par exposer une 

propriété 'reraîBirquable' dont elles jouissent toutes relativement a leur j 

quadrature. Le plstti tangent de chacune de ces surfaces faisant toujours \ 

le même aotigle atet lè plan hdrisontal, Taire de chacun des élémexis 1 

est k sa projection horisdntale dans le rapport constant du rayon au 
cosinuir dbcrmtlinaison du plan tangent. U suit dç^là que Vaire Suite 
portion finie de cette surface , terminée par une courbe quelconque j 
éoumiiè ' ou hbnà ftl lot de continuité ^ est à sa projection hàrison- 
m te dans* le rapport du rùyon au cosinus de V inclinaison constante 
de là swfdcè. Ainsi la quadrature de cette surface ne dépend que de 
celle de l'aire d'une courbe plane. 

Cette propriété ne convient qu'aux surfaces que nous considérons; 
die pourroit être regardée comme un de leurs caractères , et servir 
Uur définition. 



S. IX. i 

Ih la swfaee oomhe qui enveloppe f espace parcouru par une surface 
courbe quelconque , constante de figure , et qui, sans tourner , se 
meut le long étune courbe quelconque à double courbure. 

Sî Ton conçoit qu'une surfiace courbe quelconque donnée , et 
constante de figi^re ^ se meuve le* long d'une courbe quelconque , sans 
éprouver de mouvement ^e rotation , c'est-à-dire , de manière que 
deux pltos non parallèles entre eux et fixés à la surface restent tou- 
jours chacun parallèle à lui-mém^ pendant le mouvement , la syrfàce 
qui enveloppera l'espace parcouru aura une propriété indépendante 
de là cpurike qui dii^igera le mouvement de l'enveloppée , et l'équatioa 
cpk eflprittna ceuié propriété sera celle de cette espèce de gén^ation. 
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C'est cette équation que nous nous proposons de trouver. Nous com-' 
menccrons par des cas simples. Nous supposerons d'abord qœ 
Tenveloppee se meuve le long d'une courbe plane titacée sur im 
des plans de projection , et i^. sur le plan des oc^y^ que nous regar- 
derons comme horisonlal. 

La courbe qui dirige le mouyement de l'enveloppée étant plane 
et borisôntale, si, par un point quelconque de l'enveloppe, on mène 
un plan tangent à cette surface ; puis si , considérant l'enveloppée 
dans sa position primitive , et pour laquelle on a son équation , on 
lui conçoit de même un plan tangent , mais parallèle au premier ^ 
le point de contact de ce dernier plan sera , pour l'enveloppée , celui 
qui, par le mouveinent, doit venir se confondre avec le point pris 
sur l'enveloppe. Ces deux points de contact doivent donc être à la 
même hauteur, quelle que soit d'ailleurs la courbe qui dirige le moU-. 
veiyient. Cela posé , représentons l'équation donnée, de l'exiveloppée» 
considérée dans sa position primitive , par 



» = F(a;,», 



jtrr .il ' 



et représentons par P {a:^ y) ti F' {x^ jr) lès coefficiens dfi 4^ 
et djr dans la différentielle de cette équation , de manière que l'on 
ait par la difierentiationi* * * 

• • 

enfin soient ocf ^ y^ ^ z' les coordonnées du point de contact de 
l'enveloppée , oc^ jr , « , étant celles du point de contact de l'envé* 
loppe , on aura 

le parallélisme des deux plans tangent donnera les deux équation 

ei les deux points de contact devant être à la même hauteur, on aoià 

s = z' : 



r > 



ces quatre équations ^yant lieu . simultanément pour tous les points' 
de l'enveloppe, c'est-a-dire , quellies que soient les yaleijjs 4e 2Jt{, y, s', 



J 



V m ^« i'"i 



^55) 

il s'eilsmt qae si an éiiminé ces troi» quantités entré les quatre équa^ 
tions, réqaatîoi» résultante , qm sera nébessairement de la form« 



sera celle dé renvêloppee deîilandée/'* 

iiorsque nous triftîterons du calcul înl^f al des équations aux dif-, 
férences partielles, nous ferons Yoi^jque réciproquement toute équation ^ 
dé la forme 

t 

^ s 

est celle de la surface qui enveloppe l'espace parcouru par une surface 
coorl]|é / constante de figure , et qiii , sans tourner^ se ûieut le long 
d'inore courile \cpiëlconqM plane et hoHsbntale. L'bbjèt de ce calcul 
est l'opération inverse de céHe' que ikbù^ teùons dé £iirè; '3 consiste 
à trouver la forme de la fonction F supposée inconnue , d'après 
celle de la fonction f supposée donnée ^ car , d'après ce que non» 
aifpMrinui ptréoédéDubcBi ^ f équatidn^jdbeifeiilf^^^ en quantités Ènies^* 
est évidemment le résnlut de l'élimination de l'indétertniâiéè à eiftré ' 



et sa différentielle (£), prise en regardant « comme ^s^^le variable; 
^«e étant une fonction arbitraire telle que jr =zpa: et l'équation de la 
courbe quelconque liorisontfie qiiî. dirige le ^mouvement de l'envé' 
loppée. \ . • ^ 

Si l'équation 

H^y P^ Ç) = à . . . . (a) 

est donnée , c'est-à-dire , si Ton connolt la forme de la fonction tf 
il est facile de trouver i'éqtiation de k cai'ac^éristique. Pour cela , nous 
avons vu que si la difiérentieUe de cette; éqjuaoon, priie en Ae fittàaiil^ 
varier que p et;y,^est . ^ 

réqoatioB d« 4a,,Q^ç(4nstiqae e3t., 
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Maïs , .dî^mle ça3 dont il. ^'^t^ op p^l âvoàr. lié^uatioit de fai>c»i 
ractéristi^ue iudép,endami|)ccm d^» réc|iiation (4) ^ éir la iî^ôiie de Jii 
fonction f. Eu effet , si l'on circonscrit à l'enveloppe une surface 
cylindrique horisontale , et qui la touche en une ligne courbe , cette 
courbe de contact sera évidemment^ U caractéri$tiq.u^ deipen^ ^ car » 
étant tançenl^e à l'envplcjppQ , elle sera ^ussi tangente à deux enve- 
loppées consécutives , e^ elle. compi:endra la courbe suivant laquelle 
ces deux enveloppées se coupent. Or, l'équation dé la surface cyliu* 
drique horisontale est en général 

u étant; im€i,çofïstaft|tç,q|:^i iffdîqufi J(a direction de la sui^^e, çfVmr 
dpiq[^ : 4o^l#i qafBct4mnlip^; <}ev4nt &€|.tn^Ar, sm cette^flurftctt^ 
ojfL wx^ pour. ePe, cejfp, S^QiM^i équatwia 

» • 

' • :• I .. 

d^zv», laiqueUf^.it Q36 krq€4iMaite4o]xt>la.Tfdéb]; pwtioidariie 1« poskioii 
de cette courbe* • « i. •: 

En raisonnant d'une manière analogue , on trouvera que si la ligne 
qui dirige le mouvraient del^telo|^éé'est Ane couAe tracée dans 
le plan des a? , js , Téquation de Tenveloppe sera le résultat de l'élimi- 
nation des deux quantités x^^y en^e Ies.tr oi^ équations suivantes 

p s= Jt» (ai', jf), 

* 

et qu'elle sera par conséquent de la forme 

dans laquelle la té^rme de la fonction f n'e^t pas là tnime que celle 
du cas précédent. Réciproquement , toute équation dé la forme de la 
précédente est celle de la SI^ç&c^,.gpli^e^ye[oppe l'espace parcouru 
par une surface courbe , constante de figure , et qui , sans tourner , 
se meut le long d'une courbe plane trbcée à/tBB \t plàii des Jt , '%. 

L'équation de la cara9]^ri5tiq^e $^|trauj[f^^nâRKÛ^ 
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de là fèrnie de kibAcàcm f^ tâihime cbidrbe est, sur cette surface 
cylindrique, {jatttHèle au plkn dtt ar, «, et qui est circonscrite Ji 
rcnvdoj^pc. Son équation est doue 

dans laquelle « est une constante qui particularisé chaque caracte- 
ristique. 

L'équation de Teinrelôppe en quantités fiùiet est évidemment le 
résultat de l'élimination de l'indéterminée a entre l'équation 

et sa diflérentielle (B) , prise en regardant a comme seule variable. 

De même , si la, courbe qui 4irige la mouTen^ent de l'enveloppe 
étoh tracée dans le plan des 4P , s , l'équation. de l'euYelOppe seroil 
le résultat de l'élimination des deux quantités :p' , y entre les troi» 
équations 

et seroit par conséquent de la forme 

£(a:,;i, 9) ss o ^ t . . (a) 

ceUe de ia earactéristRjoe seïoit 






et Féquation de renveloppe en quantités finies seroit lé résultat de* 
l'élimination de l'indéterminée m entre f équation 

• 
et sa différentielle (ff) , prise eji rcig^^^ast a comme seule variable. 

Passons enfin au cas généraJ. .Supposoue que la courbe <mi.dîriiie 
le mouvement de l'enveloppée soit tracée sur une surface- cou^bv 
quelconque dpnnée ^ et dont l'équation soit représentée pay 



r indiquant une fonction donnée i^es troi$ vaij4>ltf ^.9 Xf ^- V^O;^ 
yeloppée n'ayant aucun mouvement .de rotation » chacun de $e$ points 
décrit le même arc d'une même courbe ; . mais cet arc , pour les 
diflerens points , est placé sans tourner, dans différentes parties de 
Fespace. Si donc on mène à l'enteloppe , et à Fenyeloppée considérée 
dans sa position primitive , deux pjan$ tan^^ens p4):^èle$ (entre eux , 
ce qui donnera les deux équations 



le point de contact de l'enveloppe sera celui de tous les points de 
cette surface qur'dàns le. mouvement-- viendra se -€x>nfondre avec le 
point de contact de l'enveloppe; et les trois quantités îct-^,^— :7^, s— s', 
seront respectivement égales aux trois Coordonnées- d'un des points de 
la surface sur laquelle est tracée la conibe qvd dirige le moutcment. 
On aiira donc entre ces trois quantités Péquation 

r(a: — x^,jr—jrf, « — z') = O ,• 

on a d'ailleurs , par supposition' entré les trois coordonnées du point 
de contact de l'enveloppée >, l'eqùatioù \ 

z' = F(a:'lf). , 

Ces quatre équations devant avoir lieu simultanément pour tous Les 
points de l'envejoppd, par conséquem pour tous ceux de l'enveloppée , 
c'est-à-dire , quelles que soient les vafeurs^ die ^9 /'»«'> il s'jcn^t 
que si l'on élimine ces trois quantités , l'équation résultante sera en 
Xjf 9 Zj p elq celle de l'enveloppe demandée 

Supposons, que des deux premières équations et de la dernière^ oj) 
^ît tiré en 2? et a les valeurs de ^', r^, «'j et que ces valeurs soient 

:cf = {(p, q), 

en les substituant dans la troisième \ on trouv^e que Féquation de 
Fenvéloppe peut toujours être' mise sous cette forme 



_JL 
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dans laquelle les (rois fonctions f , / , ^ ne sont point indcpeudantes , 
mais sont liées entre elles par une loi qu'il est facile de découvrir. 

En effet , quelles que soient , et la nature de l'enveloppée , et cejle 
de la surface sur laqueUe.est tracée la courbe qui dirige le mouve- 
ment , c'est-à-dire , quelles que soient les formes des fonctions 1^ et r , 
il est évident que des trois quantités a: — x^ % y — J^ y z — a', ou 
des trois suivantes qui leur sont respectivement égales, ac — f (^, y), 
y — f{py g) y z-^dCP* ^)» ^^ deux quelconques sont supposées 
constantes , ce qui fixe le point que Ton considère sur l'enveloppe , 
la troisième est aussi nécessairement constante. Il faut que si les diffé- 
rentielles de deux d'entre elles sont égales à zéro , celle de la troisième 
soit aussi égale à zéro , et par conséquent que l'on ait en même tems 
les trois équations suivantes 

■ dx — dî {p , q) =0 
dy—d/(^p,q)=o 
pdx -^r qdjr -- dj (p , q) = o } 

w 

il faut d'ailleurs que ces trois équations aient lieu , quelles que soient 
les valeurs de dx et dy , qui sont arbitraires : donc si entre ces IjcoiB 
équations on élimine dx et dy ^ Féquation résultante 

^d {P^ 9) = P^^{P^ 9) + 94fiPf Ç) 
exprimera la condition qui lie e^tre elles les formes des trois fo^c- 

lions f , fy^. 

Donc si l'on a une équation aux différences partielles du premier 
ordre de la forme 

■ 

dans laquelle r indique une fonction quelconque donnée ^e trois 
quantités, mais dafis laquelle les trois fonctions f^y 9 J9 satis&ssent 
d'ailleurs à la condition sidvaute 

dj=pd£'if^q4f, 

cette équation sera ceHe de la surface qui enveloppe l'espace parcouru 
par une antre sur&ce xourbe , CQnstaaivC de figure , let'qiii, san& 



/ 
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tounier , ae meut l6 long d'une courbe quelconque tracëe sur une 
troisième surface courbe donnée ; l'équation de cette dernière surface 
éta)K 

Quant à l'équation de l'enveloppée , il est facile de la déduire de 
réqua^ou (a) de l'enveloppe supposée donnée. £n effet , Tenvelpppe 
peut ioupiurs coïncider avec lenveloppée ; elle y coïncide lorsque* 
pour tous ses points on a en même tems 

a: "— d/ = o ^ y — j^ = o ; z — z^== o y 

ou , ce qui revient au même , lorsqu'on a les trois équations suivantes^^ 

Ces trois équations devant alors avoir lieu pour tous les points de l'en*- 
veloppe » et par conséquent quelles que soient les valeurs de p et 
de a / il s'ensuit que si on éUmiae entre elles ces deux quantités i» 
l'équation en x^.jTr ^> 9^^ l'on obtiendra sera celle 

de l'enveloppée considérée dans sa position primitive. 

Cette équation étant obtenue , si l'on diminue les coordonnées z^y^op 
des quantités respectives «, <^», 4«> dans lesquelles ^ et 4^ représentent 
des iboctions arbitraires , ce qui donnera 

on aura Téquation de l'envelc^pée transportée le long d'une courbe- 
à double courbure quelconque , jusqu'en u» point de ceœ ooiud)» 
qui correspond à s = a; pms , si l'en éliipiBe une des d^ux im^* 
tions ^oky 4^« au moyen de l'équatioB 

ta courbe qui dirige le mouMueient sem assujétie k être sur la surfteir 
donnée i enAn ^ si on élimiae 0^ de ce résultat au m^yen de sa diffifr*- 
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rentielle prise en regardant m comme yeule variable , on aura ei^ 
quantités finies 1 équation de l'enveloppe , et par conséquent l'intégrale 
de l'équation (a). 

Jusqu'ici nous avons supposé que la com-be qui dirige le mouvement 
de l'enveloppée étoit tracée sur une surface courbe donnée ; si cette 
courbe étoit totaleihent arbitraire dans ses deui^ projections , la géné- 
ration de l'enveloppe pourroit de même être exprimée -, mais elle ne 
le^potirroit être mdépenîdiattiment de toute fonction arbitraire c^W 
moyen des différences partielles du second ordre. Nous nous occuperons 
incessamment de ce genre de diffiSien c i t s , et nous aurons occasion 
de traiter celte même surface d'une manière encore plus générale. 

Comme ces recherches commencent à devenir compliquées , nous 
croyons devoir les édaircir par un exeûxple simple. 

£XBXPI.X. 



Etant donnée une surface de révolution autour de taxe des z ^ et 
dont f équation ^ sera comme nous t avons vu i 

n indiquant une fonction donnée j et une courbe quelconque étant 
tracée sur cette surface ; si Von suppose qu'une sphère de rayon 
constant se meuve de manière que son centre décri/ve cette courbe , 
trouver téqùation de la surface qui enveloppe Tespace parcouru 
par la sphère^ indépendamment de la nature de la courbe parcourue 
par le centre- 

Si l'on représente par a le rayon constant de la sphère enveloppée , 

l'équation de la sur&ce de celte sphère , C0ili9idérée dans sa position 

primitive, sera 

a:'» -f-^'* -4- z'* = fit» j 

les deux équations qui expriment que les plans tangens à le sphère 
et à l'enveloppe sont parallèles entre eux » seront 

P = y. = 

y (a* — jy* — /*; 

IL 



çs= 



V^(a»— «'»— y»)* 
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Celle qui expr'me que les deux points de contact coïncideront dans un 
instant dn mouvement , sera 

et éliminant xf ^^^ z^ entre ces quatre équations, on aura Féquation 
demandée . 

Si Ton tire des trois premières les valei^rs de xf^j^^ z^, on trouvera 



a/— , 


ap 


VCi 


-hp'-+-r) 


y/ — . , 


~aq 


^ v^o- 


+-/»»•+• 7») 


a'— , 


a 



yf i^ ^ P^ -\r q-)* 

donc , en faisant pour abréger 



* * » ■ t < 



l'équation de Tenveloppe demandée sera 



à \ 



-T->[(«-^y-*-(r+^)']- 

Cette équation est de la forme de l'équation (a) du cas général ; car 
pour ce cas particulier on a 

• » 

et en exécutant les diflfêrentiations indiquées , on trouve que Téquation 
de condition 

est identique. \. 

Actuellement , si Féquation aux différences partielles que Ton vient 
de trouver étoit proposée y et s'il f^iloit en déduire en quantités finies 
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les équations de renYekipjiée et de l'enveloppe supposées inconnues , 
<m auroit d'abord celle de l'enveloppée ^ en éliminant p ci ç des trois 
équations 



•. , — ap 

^ ■ k 

4 



% • . '-t ' r I 



r = 



1 1 



ce qui s';exé,cute facilement en 
l'on trouveroit 



. i 



it 



carrant les trçis éq^uations et ajoutant ; et 






on auroit ensuite Téquâtiôn dé l'cnvfeloppe en éliminant «entre l'équa- 
tion ' suivante ' 



^ I : 



(x — «)» -f- Cr - ♦«>-h{*-^n[*î-i- (f *)»]}•* =:a* • • • (-^) . 

f . * • 

et' sà dîffe^cnliclje prise çn i'egardatit à comrtic seule vànable. 

Nous terminerons là ce que nous nous proposons de' dire sut la 
génération des surfaces courbes qui peuvent être exprimées par des 
différences partielles du premier ordre , pour passer à celles qui 
extgem des- ^îtrdrances partielles du second ordite ; mais en traitant 
de celles-ci , ncms^'atirons encore occasion.de voir un assez gl'V^atd 
nombre de celles de la première espèce. 



• s. Xv 

♦ * « 

• 'i * ' : • • ' • f > . . 

■ 

De la surface engendrée par le moiwement d'une droite çîii ne cesse 
pas d'être parallèle à un plan constant de position. 

. Si Ton conçoit dans l'espace deux courbes quelconques à double 
PQtirburç , et qu'une droite constamment parallèle à un plan fixe ,,se 
meuve de manière qu'elle s'appuie toujours contre ces deux courbes » 
ce' qui déterminer^ 1^ nature de son mouvement; la surface courbe 
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engendrée par la droite ,. par cela seul qotêHk rcsaltera de cette 
génération , at|ra une propriété indépettdante de la natale des dent 
courbes qui dirigent le mouvemcut de la droite , et reacpMtsioQ 
analytique de cette propriété sera l'équation générale de toutes les 
sup&ccs soumises à la même génération. 

L'expression de cette propriété peut être obtenue sous trois formes 
très-diflerentes : i^. elle peut ne renfermer aucun vestige delà nature 
des deux courbes directrices ; alors elle contient des différences par- 
tielles du second ordre , et elle est délivrée de toute fonction arbitraire. 
:i'*. Elle peut ne renfermer des vestiges que d'une seule des deux 
directrices ; alors elle peut être exprimée en différences partielles du 
premier ordre ; mais elle contient une fonction arbitraire , et eela 
peut avoir lieu de deux manières essentiellement difiérentes. 3«. Enfin, 
elle peut ne renfermer que des quantités finies : dans ce cas , elle 
conserve les vestiges des deux directrices , et elle renferme deux fçnc^ 
tions arbitraires. Nous allons donner tontes ces formes dans Tordre 
suivant lequel nous venons de les énoncer. 

Pour abréger, de même que nous représentons par p et 4f les 
différences partielles du premier ordre de l'ordonnée «, de manière 
que nous avons 

dz = pda: -H çdjr ; 

nous reppésentenms aussi dans la suite par r» s ^ tj les différences 
partielles du second ordre, de manière qne noos auroM 

dp = rdac h- sdjr 
dq ^ sdx -H tdfr , 

oii Ton voit que, comme on sait, le coefficient de dy^ dans la diffiS* 
rentielle de p , est le même que celui de dx dans la différentielle de ç. 
On aura donc aussi 

ddz = nfx* + a sdxdjr + tdjr^. 

Tant que les trois quantités ^ , j* , % ^ sont considérées comme les 
coordonnées dNme suilbce courbe , eé qui art*ive tt>tqovrs lorsqu'elles 
pe sont liées entre elles que par tme seule équation , deux quelconques 
4'eAtre elles , par exemple x et j^ , peayent totijonrs èttt r^ardées 
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comme indép^nchMOMs ; leurs ticcraissemeiis dx ^ dy, som donc en 
générai îndépendaas «t aiintraires. Lorsqu'on est obligé de coiimicrei* 
plusieurs de ces accrotssemens successif , on est le naître de «donner 
à chacun de ceux de la même suite la valeur que l'on Teiit, pour\i» 
qu'on introduise dans le calcul la loi qui détermine la valeur de 
chacun des accroissemens de la suite. La loi la plus simple est de 
supposer doc et dj constans , et l'introduction de cette loi dans les 
calculs s'opère en faisant ddx = o , ddf r= o -, cesl pour cela que ces 
différences seconde» n'entreront dans les recherches suivantes que 
lorsque nous parlerons des courbes à double courbure. « 

« 
l. 

La sur&ce que nous considérons jouit évidemment de cette propriété^ 
i^. que si par un point quelconque de cette surface on conçt>it la 
droite génératrice et un plan tangent , ce plan passera par la droite ; 
d<^. que si le point se meut sur k surû^e , mais sans sortir de la mAme 
génératrice, le nouveau plan tangent , qui passera encore par la ménà^ 
droite , ooupera le premier dans la génératrice elle*méme. C'est cette^ 
propriété dont il s'agit d'avoir l'expression. 

Pour cela , x , r » ^ y étant les coordonnées du point considéré, sur 
la surlkce , et o/ »y , z^ celles du point général d'un plan , soit 

réquation donnée du plan fixe mené par l'origine, et auquel la géné- 
ratrice doit constamment être parallèle , l'équation du plan tangent 
à la sur&ce sera , cemme on sait ,. 

$i,f«i: k fiéme jpoint d»Ia £ac(ace, op. mène nu plap parallèfe au pfeu 

^ (a: — a/) ^ ^(^ -y) + C (a - a') =;i o , 

et ces deux équations seront celles de la génératrice lorsqu'elle passe par 
le point ^e f 00 considère. 
Si le pcmtdeconiact diange de poskîon sur la sujrt&ce , ouélle eue 



I 
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soit d'ailleurs la direction de son mouvemeat, le nouveau plan tangent 
coupera Je premier en une droite , dont on aura l'équation en cÛffé- 
renliant l'équation du plan tangent y sans faire yarier ni o:^, ni/^» ms^ ^ 
ce qui donnera 

(jc — x^) Çrdjo -H sdj) -H (j- — y) (^sdac +• idj) = o , 

dy , . ~ . 

dans laquelle la valeur de — dépend de la direction du mouvement 

du point de contact. Mais si l'on veut que ce point ne sorte pas du plm 

parallèle au plan fixe , il faut que les quantités da: ^ djr y dz , aient 

entre elles la relation que donne l'équation de ce plan ^ il faut donc 

que la différentielle de cette équation, prise en regardant aussi ic',^*', a', 

comme constans , soit satisfaite » c'est-à-dire , que l'on ait 

. ■ , . • • • 

Adx -è- Bdj +-. C {pdx 4- qdj ) =. o , 

dy ' •: '' ■"• • • ' • " • • .• 

eequÀdontie la valeur, de -^; L'tiHersiBctîdn djçs deux plans langens 



') ^ '• • ■« . • •• 



consécutifs devant coïncider aycc Ja directrice, 'il s'ensuit que les 
valeurs déo/, j^', V, sont les. mêmes pour ces quatre équatîôiis^ ; or 
ces équations doivent avoir lieu pour tous les pointis de là surface , 

et par conséqueat quelles que soient 4cs valeurs de j: , ^ , jç et -^» 



I 



^— ^ j—y 4r 



Donc, si on élimine les trois buaulitéà 7- > ^ ~> — f^> 

Péquatiôn résultante . • 

sera aux différences partielles secondes et linéaires celle de la surface 

demandée. 

Si le plan fixe avoit été parallèle ' aux z , on auroit eu {7=^ o dans 

l'équation doniiée de ce plan ; et Téquation aut différences secondes 

aiu^oit été .. . - 

^1 r — n JBs + A^t = o, 

dont tous les coefficiens sont constans, et qui, à cause de sa simplicité» 
pArpli ^tre celle par laquelle nous aurions dà commencer ces 
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nouvelles recherches; mais nous avons cru devoir leur donner dès 4 
présent toute la généralité qui* n'augmente pas leur difficulté. 

Les surfaces dont l'équation est aux différences secondes , ont leur 
caractéristique comme celles du premier ordre , et l'équation de cette 
courbe peut toujours être déduite de l'équation différentielle, par la 
méOxodù générale que nous allons exposer. 

De ia çcuractéristi^ue des surfaces dont V équation est aux dij^èrences 

secondes. 

Quelle que soit la génératrice de la surface , et quelle que soit la 
position dans laquelle on la considère , cette courbe coupe les deux 
directrices chacune en un point 3 par chacun de ces points menons 
à la directrice correspondante une tangente , puis concevons pour une 
autre surface soumise à la même génération deux nouvelles directrices, 
mais qui soient telles qu'elles touchent respectivement les premières 
chacune dans le point par lequel passe la génératrice , ^n sorte que 
les deux tangentes soient communes aux nouvelles directrices et aux 
presniicres. Celc^ posé» il est évident que les deux snrÊtccs engendrées 
«e toucheront dans toute Fétendue de la génératrice : elles auront donc 
une ligne commune qui ne diangera pas , lorsque tout ce qui par* 
ticularise une surface individuelle , éprouvera une variation , et qui sera 
par conséquent la caractéristique. Ainsi, pour avoir Tcqualion de cette 
ligne commniie , il faudra différentier celle de la surface , en ne faisant 
isarier que le paramètre dont la valeur particularise la surface in- 
dividuelle. Mais la ligne commune étant une ligne de contact 
dans toute son étendue 9 les.ciuq quantités oc^ y^ ^yP% q % ont les 
mêmes valeurs pour les deux surfaces , et ncL varient pas lorsque ca 
paramètre change j les trois autres quantités r , j , f , sont donc les 
seules qui en dépendent. Donc, pour différentier l'équation de la surface 
en ne faisant varier que le paramètre , il faut la différentier d'abord 
en ne faisant varier que r, s, t. Soit cette différentielle 

Bdr+ Sds •+• Tdt = o. 

Comme les quantités p ti q sont les mêmes pour les deux sur&ces , 
leur» d^érentiellçs prises d^ la inéme manière doivent aussi être nulles; 



V 



ce qui donne 
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« 

drdx -f« dsdjr =3 o 
dsdjc + dtdj- := a. 



Enfin y ces trois équations devant avoir lieu dans toute l'étendue de 
la ligne de contact , et par conséquent queOes qiie soient les valeurs de 

dr dt . ^ 

•^. et î^ , si Ton élimine ces deux quantités entre les trois équations y 

on aura pour équation générale de la caractéristique d'une suriaco- 
dont l'équation est du second ordre 

M^ — Sdocdy -h Tdx^ ^^ o. 

Cette équatioi^ étant du second degré algébrique par rapport à 

dr . ^ 

-^— , il s'ensuit qu^en chaque point de la sur&ce on a deux valeurs de 

-—^ pour la caractéristique qui passe par ce point j la caractéristique 

a donc deux tangeates dffiérentes en c< point , qui est par conséquent, 
un point double de cette courbe* 

Dans tous les cas où l'équation qu'on vient de trouver a deux Êtctenr» 

dr . 
rationnels linéaires par rappwt à -^* , il y a deux caractéristiques. 

indépendantes , et dont on peut avoir les équations individuelles ;! 
mais , dans le cas général , ces deux caractéristiques sont les deux 
branches îiFime même courbe , et ces branches se coupent toujours 
dans le point que Fon considère sur la surface. 

Dans le cas particulier de la sur&ee dont nous nous occupons , 
on a 



l'équation de la caractéristique est donc 









«{oi peut éwe flW|9: «0;vs^ Ja, ^onp* , ^ 

Cette équation a deux facteurs raÛQiJiek liné^es ^ mais ces deux 
facteurs étant égaux, il s'ensuit que les deux caractérisûcyaes cpiu^ 
cident partout <, et ont pour équntiop, ^mmune 

. - — r n 

dont Fintégrale Wt 

yjtjS «f^ ffV -4" CZ ^ €t , 



dins h^^Hû ^ est ]a cpqstiuite qi^^.i^^rff^t d'uilp^çai^Gféf^^ à 
une auue, dét«rmme.lapoiitîoa 4fi «q^e cpnrb^; Cetiiç équatiQu ç^t 
celle d'un f^B^ paraU^l^ aii jilaA ^qoe^ «^ q^ çoiqpe la sii^ce dam 
k géaântHce ;; dunp la cif^lérîitùpyL ,n'ç^, ^tr« çkose que. la siénér. 
salnce eUo^attoe, 

II. 

Pour trouver les deux équations aux différences partielle^ du premier 
ordre, concevons par un point quelconque de la surface, i®. un 
plan tangent^ dl^. un plan parallèle au plan fix€> 1^ équations de 
ct:^ deux plans seront 

Cela posé , il est évident que si le point se meut sur la surface , 
ce qui changera la position éa plua tangent , .tant que ce point ne 
sortira pas du second plan , les deux plans ^e couperont dans une 
même ligne droite. H s'agit donc d'eiprimer que si -le second plan 
est constant, la droite d'intei^ection sera aussi cotistante. Mais cette 
droite se trouvant sur un plan constant , sera elle-même constante , 
si une seule de ses projections Test : donc il suffira d'exprimet* qc^unè 
des projections de la droite, et le second plan, sont en même temâ 
constans de position. 

Le second plan sera constant de position , si la quamitc JLx>+^Jfy^C$ 
est constadite* R^eprésetttôns luette qdantf té ^pêàtë ,^^ >qui doimora 
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On Mra réqtiadon de la projéb^ion de la droite fStr ïe plan deaT 
ar , ;& y en éliminant jr entre les^éqpatiou^des d^v |plrâs; cette éq^oatioA- 
aéra 

dans laquelle on a ' 

Donc il faut que a étant Cônstànie , les deux quantité /8 et v 1^ 
soient aussi tontes denx; c^, 3 y a entrb «e,^'» y une relation telle qne 
si deux d^entré eOe^ ^ont constantes', la troisième Ve^ aussi néces- 
sairement/ ptt&qu^eû' fkisant' dits=.o et rfiB == o-, on tf Jy==o;, ce 
qu'il est facile de vérifier par la différentiation : donc il- suffira d'énoncer 
que de ces trois* quantités , deux qt^lconques sont constantes ensemble 
et Viariables ensemble ^ et par conséquent fonctions Tune de l'autre ;. 
donc^ Une des équations aux difierehces du premier ordre sera 

£jl opérant d'une manrëré analogue sur les dêiix autres projtections, ou 
auroit trouva les deux nouvelles équations 



I ' » 



". rv 
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f ' . • 



1 1 

i^ - ^j '' = f [^ + «r ■*■ m. 



donc ûï|e qpelconq^ae est une suite nécessaire de$ deux autres : ainsi 
4ettx de ces trois équations, les detu premières, par exemple, seront 
aux, dijOférences partielles du premier erdre , celles de la surfaces de- 
mandée. 

Si l'on, v^garde les fonctions Pt^^,'^ comslie arbitraires^^ c'est-à-dire , 
conoune susceptibles de tontes les formes possibles , chacune des trois 
dernières équations est de la même généralité que celle aux différences 
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MCduées i et déax qu^onqne» d'entre elles en «ont Us mïégralei 

« 

premières- 

Si rnne quelconque des trois ^quaîiom aui difiSrences pârùene* 
,*rpmières oue l'on vient de trouver étoit proposée , soit que la fonctioil 
STdonnéé! soit qu'eUe fîit arbitraire , et s'U falloit trouver l'équation 
de k carvtérisUque de la surfece .ourbe à laquelle eUe app^uent, 
a tS^, conie I.OUS l'avons vu, difiérender cette .éq-»'^ ^ 




dt^t^inî^n^n» . on iroove ^okmeiit pour chacune d'eUa 

P^Cq + B, ~Q = Cp+^t 

donc , r^uon de 1. caraCémUque ea lndiff4r«nn«n. po» te «* 

otî, ce qui revient au même^ 

« 

la mèn^ q«e celle que nous avons trouvée pour f Ration aux 6^ 
férences stfcOrides* 

lit 

Enfin t,oiir trouver en quanlités finies l'^quau'on dé ïa surface 
il tt ;b!erver que si le point que l'on considère se mcat-^^^^^ 

Irface de n^aniére qu'il reste ^tT^^"' l^Xe ^^^^^^ 
au plan fixe , il se ùKmVra en hgne droite , c est ^^^'^^^ 
toujours dan» un autre même plan mené par 1 origine. Soit 

IVa^on de ce denier pUn'i il <»«. donc ^ sHa ^ 
' ^ ,^ » _t- /^, — « est constante , ce qui exprime que le pom* 

resw uau» r constante» » donc , ces ae» 

quantités d et 6 soient towe» ««»* 



^ 
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quantités doivent éti^ chacune une Amction de « ; donc , Céqâaiioi|. 
demandée est 

dans laquelle les formes des deux fonctions f et ^ soilt anrbitrttres , et 
ne sont pas les mêmes que celles des fonctions que nous avons Npré» 
semées par les mêmes caractères dans lès équations auk 'difffireneeà 
premières,' quoiqu'elles en dépendent. 

€ette équation est de la même généralité que f équation aux dif- 
férences secondes , -et que chacune dçs trois aux différences premières , 
et elle est leur intégrale finie commune. 

IV. 

DeiLx courbes à double courbure quelconque étant données dans 
r espace ^ trouver parmi toutes les surfaces^ engendrées par le 
fnouyement d'une droite qui reste constamment parallèle à un 
plan fixe , celle qui passe en même tems par les deux courbes. 

La question consiste évidenunent à déterminer dans l'équation 
générale de ces surfaces 



z = xf(AxJhBj'^Cz)'t'4,(Ax^^Bj+Cz) 

les formes des deux fonctions arbitraires f et i}/, pour que celte équa- 
jlfton devienne celle de la surface individuelle demandée. 
Soient 

f (^i7»*) = ^ C-') 

f (^>7» ^) = ^ (^) . 

les deux équations données de la première courbe « et 

r(^fJ^^) = o ..... (C) 

celles de la seconde; si Ton fait 
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Péquation générale de ia surface deviendra 

Cela posé , la surface derant passer par la première courbe , les quatre 
équations ÇJ)j (B)^ (£), (F) doivent avoir lieu enrïre les coordonnées 
de chacun des points de cette courbe; donc, éliminant entre ces 
quatre équations les trois quantités x,^, z, on aura en z/, ^ity ^Uy 
une première équation 

r(u, fi<,4,«) = o. . . (G), 

à laquelle les formes des -deux fonctions f et i^ doivent satisfaire pour 
que la surface passe par la première courbe. 

De même la surface devant passer par la seconde courbe , si entre- 
les quatre éqû;|tions (C), (Z>), (£), (F) on élimine les trois coor- 
données ^fj'y Xy on aura ime seconde équation 

r (m, f«, ^u) = o . - . (H) 

à laquelle les formes des fonctions p et* ^ doivent satisfaire pour 
que la surface passe par la seconde courbe. Donc » d'abord si des 
deux équations (6) , (Jff) on tire les valeurs de pu et if/zi en u , cm 
aura la forme de chacune de cçs fonctions ; mais sans &ire cette 
opération qui suppose 'la perfection de l'analyse, si, entre Tes quaOr0^ 
équations (E) , (F) , (G) , (H) , on élimine les trois quantités u^pu^^u^ 
on aura en ocy y ^ % une équation délivrée de toute fonction arbi- 
traire, et qui sera celle de la surface individuelle demandée. 

Cette manière de déterminer les formes de deux fonctions arbi- 
traires s'applique à tous les cas ou les deux fonctions ^ et. 4 sont 
composées de la même quantité. 



Deux surf aces courbes étant données , trouver parmi toutes les surfaces 
engendrées par le mouvement dune droite qui i;iMte constamment 
parallèle à un plan fioce^ celle qui embrasse ces deux surfaces ^ 
c^est'à-dire , qui les touche toutes deux suivant une ligne courbe. 

La question sera évidemment réduite à la précédente, si Ton trouve 



\ 
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sur chàcane des sur&ces doonées sa courbe de çoattiCtMec la sur&ce 
demandée. 

F(^.Jf «) = o (A) 

f (o:,^, ^) = o (B) 

les équations des deux surfaces données. Pour tous les points de la 
ligne de contact de la première surface, les yaleuii^ des quantités 
x^j-yZ^p^q^r^s^ty sont les mêmes, soit que ces points soient 
considérés sur la sur&ce donnée , soit qu ils soient regardés comme 
appartenant à la surface demandée. Si donc, en dificrcntiant Féqua- 
tion (A) on tire les valeurs de ^, ^, r, j, r, en jc^ jr^z^ et si l'on 
représente ces valeui-s respectivement par /^, ^, /î, *S, JP, les 
ppi^ts de ia ligne de contact seront ceux pour lesquels on aura en 
00 y y y Zj Py Qy Ry Sy Ty l'équation aux différences secondes de la 
surface demandée : donc la seconde équation de cette ligne d^ 
IContact sera 

{CÇ^BYR—2{CÇ^B){CP^A)S'^(ClKi-JyT^o. . . (C). 

« 

pe même s\ par k' différentiation de l'équation (B) de la seconde 
surface donnée on tire les valeurs de/i, ^, r, ^, ^, et si l'on repré-» 
sente ces valeurs respectivement par Py Qy Ry S y T, l'équation 

(ÇÇ)'-hfi)*/l'--a(CÇ)'+5)(CFrt.^>S^-H(CF-h^^r'=o . . . (D) 

§er^ celle de la ligne de contact de la seconde surface. 

Actuellement que nous ayons pour chacune des lignes de contact 
4eux équations , en opérant sur ces équations comn^e nous l'avons 
lait dajis le cas précédent sur (J) , (B) , (C) , (Z>) » on aura l'équation 
de ia surface demandée. 

Lorsque 1^ pro)ectiop hoiisontale du vide d'une vis à jour n'est 
pas circulaire, les faces supérieure et inférieure de )a courbe ram<r 
pante sont de$ cas particuliers de la surface dont ixous venons de 
nous occuper; car elles sont engendrées chacune par le n^ouvenvent 
d'tme droite qui , étant constammept horisontale ^ s'appuie toujouri 
tfÇiUre d^ux courbes dom^éeSp 
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§. XI. 

De la^ surface engendrée par le mouvmnent Jtune droite i/ui passe 

toujours par Taxe des is. 

Deux courbes quelconques à double courbure étant données , si Ton 
conçoit qu'une droite qui passe constamment par Taxe des z, se meuve 
de manière qu'elle s'appuie toujours contre ces deux courbes y elle 
engendrera une surface qui , par cela seul qu'elle sera soimiise à cette 
génération , aura Ats propriétés générales , et dont il s'agit de trouver , 
i^. l'équation aux différences secondes ; 2®. les deux équations aux 
différences premières ; S'^. Téquation en quantités finies , quelles que 
soient d'ailleurs les deux courbes qui dirigent le mouvement de sa 
génératrice. 

Par un point quelconque de la surface , çiyant mené p i^. un plan 
tangent; a<». un plan par Taxe des z , plans qui se couperont suivant 
une des positions de la génératrice , et dont les équations seront 



p (a: —xf) -hçÇjr —y^-) — {z — z') =c o 

si l'on conçoit que ce point change de position sur la surface , sans 
cependant sortir du second plan , le nouveau plan tangent coupera 
encore le prepiicr suiva^t la même droite. II hut donc que dans ce| 
deux équations les coordonnées x'^ y y z^y de la droite d'intersection 
ne changent pas lorsque celles XyfyZyAa point de la sur&ce changent, 
c'est-à-dire , que les différentielles de ces équations , prises en regardant 
^yj^y ^^» comme constantes » aient encore lieu; ce qui donne 

m 

{rdx^sdj){x^xf)^{sda:^tdjr){jr'—y) = o . . . (i) 

ocfdjr = ydx 

dy y^ y 

4'ou ^ = ~î mais l'équation/— ^= - — (x — xf) se réduit à 

10 
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xy:=:xfjrj elle donnera donc 

SubstiiMiit datas l'éqaatk» (i) po«r ^ celte valeor , et pour ^ ^ ^^» 

Y 

son expression-*^, on aura 

foxac Tiquation de la surface demandée. 

I^ous ayons tu que si la différentielle de l'cquation aux différences 
seconde » prises en regardant r^Syt^ conune seule variable est 



Rdr-^Sds-^Tdt^iO, 

réquation de la caractéristique est 

Rdj^ — a Sdxdj + Tdx^ = o j 

donc, dans le cas présent^ Téquation de cette courbe sera 

œ^djr^ — 3 :^dxdjr +f^dJo^ = o. 

Cette équation a les deux facteurs rationnels égaux œdj — jda:z=zo^ 
dont l'intégrale y = «o? est Téquation d'un plan mené par Taxe des z j 
é, étant la constante arbitraire qui particularise la position de ce plan. 
Donc les deux branches de la caractéristique se confondent , donc 
luette ligne étant l'intersection de la surface avec le plan vertical mené 
fi6x Faxe Aw z , n'est autre chose que la droite génératrice elle-même. 

IL 

Le plan tangent et le plan mené par l'axe* des z » dont les équattoiis 
sont 

se coupant dans une droite qui ne change pas de position quand le 
point de contact se meut daas le second de ces plans j c'est-à-dire , 
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ouand la quantité — est constante , il faut qne^ dane la même hjpo- 

thèse deux quelconques des trois projections de cette droite sortent 
constantes. Or si Ton élimine successivement a/, y^ z^, entre les 
équations des deux plans , on arouve <{ae ks ^foationSi 4e cei Iroû 
projections sont 

xfy-^ xy' = o 
et ces trois projections seront constantes en vcJ^xm tems <pie ~ , si 

les trois quantités —y -r. —^ z — px — qj^ sont aussi 

y ^ 

constantes , il Êiut donc que ces trois dernières quantités soient fonc- 

tiotns de-^* Mais de ces quatre quamîtés» si trois sont oonstaptas» 

la quatrième est aussi constante , puisque si de leuris quatre difle- 
rentielles trois quelconques sont supposées égales à zéro , la quatrième 
l'est aussi : donc il suffira d'énoncer que des trois dernières quantités 

deux quelconques sont fonctions de -^ ; donc enfin les équàtiotls 



px-i-qjr 



px-t-tfjr 



dont les deux premières se réduisent éridemment à une seule » som les 
deux équations aux différences premières de la surface demandée. 

Si les fonctions # i 4 » «* j sont arbitraires , chacune dé ces équations 
eM éelà même gétiéreSitë tfaé FéqtttttOli aux'dMArences ^ecôttde^, et 
èii <$sV une intégrale première. 

Si^ pour trouver la cafadéristique diaprés une des éqtutdons au« 
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diffcrences premières , on différentîe cette équation en regardant peiif 

comme seules variables , on trouve également pour chacune des trois 

équations 

xdp +jdq ^ o j 

réquation de la caractéristique est donc 

xdj — jrdac^^o 

comme on Ta trouvé d'après l'équation aux différences secondes. 

IIL 

La génératrice de la ^ surface étant constante de position quand le 
plan mené par l'axe des z , et dans lequel elle se trouve toujours , est 

fixe 9 c'est-à-diré , quand la quantité -^ est constante ; il est clair que , - 

dans la même hypothèse , une quelconque des projections de cette 
droite sur les plans des x^ Zj et des^, 2, est constante. Or les équa- 
tions de ces deux projections sont nécessairement de cette forme 

Z = yX + fi^ Z=ztjr+0i 

donc.il faut que dans l'une ou dans l'autre de ces deux équations les 
quantités i^» y> '» soient constantes quand -^^ est constante, et que 

par conséquent elles soient fonctions de cette dernière.. Donc Une 
quelconque des deux équations suivantes 

■ • » • » il 

est en cmantités finies celle de la surface demandée. . : î : . 

Si les trois fonctions *,+,», sout ♦rbitraires , ces d«ia. éqiia|;î^ 
sont absolument équivalentes, et chacune d'elles est de la m^oie 
géuéralité que l'équation aux différeAces secondes • et «que chacune 
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de celkft aux dîffânances preiftières , et est lem ioÊégnle finie com- 
Hume. Ces deux éqitattéiis pouvotent se déduire des. trois équations 
aux différences, premières , par le moyen de l'élimination des quan- 
tités p tt q. ' 

Des deux formes que nous venons de trouver pour l'équation 
demandée , aucune n'est sjrmécrique , il n'y a que leur système qui le 
soit. Cela vient de ce que les équations des trois projections delà 
génératrice n'étant pas de la même forme , puisque la projection sur 
le plan des ac ^ y ^ passe par l'origine , tandis que les deux autres n'y 
passent pas; nous avons employé la première avec une quelconque 
àeià deux autres pour déterminer le lieu de la génératrice. Si l'on 
employoit les deux dérxiières projections , le résultat seroit symétrique : 
en effet, les trois quantités (3, y , ^, sont telles que si l'une est cons- 
tante , les deux autres le sont aussi \ et cela doit avoir lieu , quelle 
que soit la valeur de cette première : donc l'équation demandée est 
le résultat de l'élimination de Findétterminée f^ entre les deux équa- 



tions suivantes 



Ce résultat est ^métrique, mais a rinconvénient > d'être représenté par 
le* syatéme de deux équations , tandis qu'il peut l^re par tine seule 
de deux manières différentes. « 

Au reste , quoiqu'oii regarde ordinairement comme moins ' simples 
les résultats représentés par le système de plusieurs éqiÉaUionSy entre 
lesquelles : il Êiut élimine]: des indéterminées , nous aurons occasion 
de voirpaor la. suite que dans un grand nombre de cas ils ont l'avantage 
de rc»dve plus sensible la génératito des* surlaces qu'ils expriment, 
et def conduire à, des' constructions ^ fins élégantes. 
, La surface n'ayani qoHine seule' caractéristique , ou, ce qui revient 
au • aïkéinç» , lés. JhnctÎKMis arbitraires 4}ui entrent' dans ses différentes 
équations, éiam; toutes* composées de la même quantité, s'il étoit 
questiom de trouver les éq^tiqns dé la $uf4ace individuelle qui passe 
par deux courbes données , ou de' KreHé qui. embrasse deux surfiices 
eourbes -données, en \e^ toutbant ebacune suivant une ligne^ courbe^ 
on le feroit par le procédé que nous avons exposé en parlant de lu 
Mriace 
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TTous MMninwou t» faisant obsenr«r -que la siirfii6e''da himis passé 
«l.ceUo Aur Y arrière •voussure de Marseiliej dont iwus w»va somm» 
ooenfés dans Ja coupe des pierres , sont Tiuie et Tanlre on cas parti*- 
culier de celle dont il s'agit ici ; car elles sont toutes deax çngeadr^ 
par le monTement d'une droîie qui pasae toajouvi par Taxe de la 
porte, et qnt d'ailkmirs s'appuie dans son noowrtneat s«r deux 
cintres donnés arbîtt'aireÉieiiA. . . 



§. XII. 



0E5 SURPAGES. DEVELOPPABLES, 

Les surfaces, déyejoppables. sont celles qui « étant supposées flexibles 
et inextensibles , sont de nature à pouvoir s'appliquer sur uv plsyi » 
au moyen d^œ single flexion » et 1# toucher alors dans ions l^rs 
points , sans rupture et sans duplicature. Les surfaces cylindriques 
à bases quelconques, et les surfaces coniques, sont développables ; 
mais elles ne sont qu'un cas infiniment particulier de ce genre de 
sinfacesy qoî mtt toute» un camctèiie coÉBoaun ov inia propriéiB excki^ 
mt. C'est ee caraotèrean cette poropriélé dont nous nous prapoions 
de trouver l'expression analytique , i®. 41» djlfértnces panieUea éà 
second ovdre^ a<^« anx> dÀfiéNQCea'^artidyte» d«i premier ordre; 5». en 
quan^tés. fi«îes/ 

On aait.qpir'il fem. UroiseândAtion» pour fixer dans l'espace la position 
d'un plttA y et que ces trois eonditiona mrfunt it défiermsner {es trois 
constMiMs A^^f Cr ^ entrepi dans l'éqoatioa du plan. St de cea 
trots conditions dtw éUuài mfposit» inMmaUti , la tntisiime est 
regardée comngiQpquvMt teânkr snifAni.uBe 4?enaiM loi; par exemple, 
si dana rexpressioA de ottia oanditM» ehira «ée certaine ^ quantité m 
Sttscepliblç d'avoir tomes les valeurs pMsiUes r tant que cette qnanaiié 
aura la mâme vldenr, la posîtîoii 4u irfan aéra &ie dans l'espace; 
et quand « varîem, la. position da plea ehéngefa* Snpposoo» dmic 
que la quantité «prenoasMcesaivement toutes les vahnrs- possibles 
depuis — (90 jusqu'à -f^ oo , on aura uns aoite infinie de plans diflft» 
rens, qui tous satisferont aux deux conditions invariabfeS) ft qni 
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lUfiéreram eaire eux qu6 fw la iroisienie condîiîoa. Gela posé « 
l'ettireloppe de 10113 oe§ plans , c'est-À<lire , la dur&ce qui ternuBe la 
liaitie de T^apaoe qu'ils 0€ci;|>eiit , sera en f;ëii6rai -lUie soxfiice déri^ 
lofi^pdble. Avant que de le déa>OBtrer , édaÛMsissOBS ce qui frécède 
par quelques exemples. 

i«. S<MC donnée une €Ouii>e à dofîMe cdobiire qndconqne , dont 
les équations soient représentées par ^ssfz^ jrzitfa^ f et/* indiquant 
des fonctions doanédi.. Si sur cette couil»e on consâdire un point pour 
lequel on ait s = « , les deux autres coordoimées de ce point seront 
a: = f«t , j^ =/«• Cela posé , si l'on conçoit par èe point le plan 
normal à la coorbe » ee pian sera déterminé de position ; car il passera 
pttr un point déterminé , ce qui est une condition ; puis il sera normal 
À la courbe ^ ee qui équivaut aux deux conditions de passer par deux 
normales différentes. Le» trois constantes A ^ B ^ C , qui entreront 
dans l'équation de ce plan seront donc déterminées y mats en général 
dles seront toutes traû des l#nctioBs de «. En effet, si l'on donne 
i «e une autre yaleur , c'est-à«dire , si Ton considère un nowréau point 
de la courbe , le jdan normal qui passem par ce point ne aéra pas 
parallèle ou premier; les trois coefficiens A^ B^ C , de son équation 
n'auront demc pas les méuMS valeurs que pour le premier : donc ces 
isoelBciens varient quand la quantité « varie , donc ils sont en général 
des fonctions de «. Actuellement si Ton donne i « tontes les valeurs 
possibles, c'est-à-dii», si Ton opère de la mLèmut manière sur tous 
les points de la courbe , on aura .xine suite infinie, de plans diflKrens 
qui satisferont tous à la condition double d'être nonnauK 4 la courbe ; 
et l'enveloppe de tous ces plans , c'est-à->dire , la surfiice qui termine 
la partie de J'espace qu'ils .occupent , sera en général une ^smface 
développable. Proposons encore un autre exemple.* 

a^». Doux Mi&oes courbes étant données^ si l'on eè proposoil- de 
mener ampSan taoïgent cd même tcansÀ cm /deux «uttiaces, la quesâétt 
ne seroitpas déterminée , parée qu'on n&idiqueroît que deux cendi-^ 
lions peur ce plan , qui pouvant .encore eaiiafiiire k une troistëme 
conditbn arbitraire , comme , par exemple , de passer par xga point 
dimné. Supposons que ce point soit pris mt une droite donnée de 
position , et oOTtesponde sur cette droite à jb as «. Tant que la valeur 
de « sera la même , c^eslpà-dire , tant que le point de la droite ^par 
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« 

lequd doit passer le plan tung^cnt aux deux surfaces sera le même, 
ce plan tangent sera fixe ; mais si ce point vient à changer de positioii. 
sur la droite 9 c'est-à^ire , si <t varie , le plan- tangent aux deux surç- 
faces De sera plus le même. Cela posé , si l^on donne successrremeni 
à « toutes les valeurs possibles depuis « = -— oo îosqu'à « = -^00; 
c'est-à-dire , si par tous }es points de la droite donnée on conçoit 
des plans taiigens en même tems aux deux swr&cès, on aura une 
suite infinie de plans différens , qui satisferont tÎMis à deux conditions 
invariables , et Fcnveloppe de tous ces plans' sera en géoératl unt 
curface développable^ ^ 

' Il n'est peut-être pas inutile d'observer ici que chacun des deux 
^:Kemples que nous veiM>ns de rapporter présente une définition .com** 
plète des surfaces ^ dont il s'agit; en sorte. qu'il n'y en a aticone qui 
«ke soit comprise en xaème tems dans l'une! et dftns l'autre de ces 
deux définitions. 

L'enveloppée étant ici un plan variable de position , il est clair qnt 
la caractéristique de l'enveloppe , c'est-à^ri^ » l'iniersection de deux 
enveloppées consécutives est une ligne droite ; ainsi l'enveloppe de*- 
mandée e^ engendrée par le mouvement d'une ligne droite : mais 
de plus 9 deux • caractéristiques consécutives étant * tou}ours sur ime 
même enveloppée , il s'ensuit que de toutes les positions de là droite 
génératrice , deux quelconques consécutives sont dans un même plan » 
VQl se coupent quelque part en un point. Là suite de ces points d'inr 
tersection consécutifs forme une arête de rebroussement à double 
courbi^re, à laquelle la génératrice est. constainment tangente. Les 
surÊices dont nous nous occupons peuvent donc être encore regardées 
comme engendrées par le mouvement d'une. droite qui ne cesse pas 
d'être tangente à une même courbe à double courbure , et cette 
défittitiop qui les comprend encore toutes , est de la même généralité 
que les deux premières que nous avcms déjà dopnées. Faisons voir 
a^trtuellepient que ces sur&ces sont développablès. 

P^fivoi caractéristiques consécutives étant toujours dans ub même 
plan , l'enveloppe depiandée peut topjours être i^egardée comme 
composée d'élém^s plans d'une longueur indéfinie» dune largeur 
infiniment petite 1 Qt qui se coupent consécutivement en lignes droites. 
Cela posé, ou peut toujours concevoir que le premier d« ces 
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tourne ântonr de sa Arbite ^intersection avec la seconde , comme 
xharnicre, jusiju'à c^ qu'il •^ûit dans le même plan que le second; 
puis , que le système des deux premiers élémens tourne autour de 
la droite d'intersection du second et du troisième , jusqu'à ce qu'il 
soit dans le même plan que le troisième , et ainsi de suite. Si l'on 
eoBçoit qae bette opéracioii soit continuée pour tous les élémens , 
il est évident qu'ils seront alors dans le même plan , et que la surface 
$6rft .dévelùppéa sam ruptlire et satis duplicature . 11 s'agit actnellement 
4'ayQir l'e^pjre^ion aiis^ljrijqtte jiç cette propriété. 

i 

r 

Les surfaces développables pouvant être regardées comme composécts 
4'élémens plans d'une longueur indéfinie , il est clair (^ifeltcs jouissent 
de cette propriété, que les coordonnées :i?,^, z dju point de contact 
peuvent varier sans que le plan tangent change de position. Cela 
posé, si fon ordonne Téquaiion du pian tan^^ut par rap|>ort ^MX 
coordonnées 2:', y^ z' du point général de ce plan ^ on aura 

a' = ;7a^/ + <7/ + Z— ;;x— 7/5 

il £iut donc que les coordonnée;; œ^jr, s puissent varier , sans que 
les coelBciens /? , y , « — px — qj- de l'équation du plan tangent varient, 
c'pslrà-dire , que les ,difiîp;rçntie|le3 de ces Vois coefEciens doivent être 
^n même tems chacune égale à zéro. Or ^ si les dificrçntielles de deux 
quelconques de ces trois quantijtés sont nulles ^ celle de la troisième 
est aussi nulle ^ ce qu'il* est facihe dé véiificr par la différentiation. 
Donc , en égalant à ^éro les différeiiti^Ups dçs itrojis coeffîcîeni » on 
a'» que les deux jéquations 

rdjo-^sdjr = o , sdx + tdf = , 

dr .' 
dans lesquelles la valeur de -^ indique la projection sur le plan des 

jc, j, de la direction du point de contact. Ainsi, dans toute surface 
développable , et pour chacun de ses points , il existe une valeur de 

r-^ , qui satisfait en même tems aux deux équations précédentes. 

II 



Ces deux équations' doivent doue ^ivoic Ueu , , quelle que . soit cettd* 

▼aleur : donc , si Ton élimine -f- le réstfltat de réliïninatioQ'' 

aa: 

ft — ^« = 

sera aux différences partielle seconde ».réquèlioti générale des sjir&oeSf 
développables. 

Nous avons vu qu'étant proposée une éqtiatiotl' aux. différences^ 
partielles secondes, si sa différentielle , prise en ^ regardant r y s ^ i^ 
comme seules variables, est 

Rdr + Sds + Tdt = & , , 

t 

Féquation de la caractéristique de la surface es%: 

Kdj^ -^ Sdocdy -4- Tdx^ = o;- 

Or, dans le ca^ ptésent, nous avons 

iî=^, .$ = — aj, 3* = rj 
donc, réquation de la caractéristique des surfaces dévcloppablés est' 

« 

Hiùîs parce qtie l'on* a s == Sfrt , cette équation est un carré parfeît' 
dont la racine est 

dxy r^dfY tzzzQy 

donc , dans les surfaces développables , pour diacùn de leur* points , 
les deux branches de la caractéristique se confondent et se réduisent ' 
aune seule. De plus, l'équation 

rdx^ + a sdxdy-^ tdjr^ =^ o\ 

est la même que celle-ci 

ddz =o 

qui appartient en général à un plan. Donc , ta caractéristique àei 
surÊices développables est une Eirne plane. P^ous allons voir , dans 
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mn moment, que 'c^ést une lîgtie idroîte qui tf est ' autre chose que U 
génératrice eUe-ibême.- > - • 

'<•••• \ ^ • -IL 
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lie point de contact pouvant varier sur les surfaces dcveloppables 
.«ans que ioi>plft]i tangetit changfe <de position , lés trois coefficient 
p^ q ^ z — poo — qy de l'équation <le ce plan sont donc constans 
ensemble et variables ensemble : ainsi , l'un quelconque d'entre eux 
«est une fonction des deccr «linrtô. Mai$ nous avons tu que si deux 
de ces eoefficiens sont' coRstflns , le tit>isimie l'est aussi : donc , d'ans 
ies surlaces développables , si un de * ces eoefficiens est constailt, M 
«deuâc autres le sont aus^; donc, deui quelconques d'entre euk sont 
foncûons du troisième ; donc deux tks trois équations 

p = vq 

dont une quelconque est une suite nécessaire des deux autres , sont ai» 
4inecenoes. partielles premières celles des surfaces dcvelopjpables. ... 

Si les fonctions ^ » 4 > ^ ^^^^ arbitraires , chacune de ces tmis 
«équations est de la même généralité que^ celle aui; différences secondes 
r^— ^ j» = o, et en est Tintégrale première. 

U suit de là que l'équation aux différences partielles du premier 
ordre 

F[p^q,z—pao^qj^^o, 

dans laquelle F indique tine fonction quelconque de trois quantités , 
appartient en général à 'une surface* développable. Il est facile de 
vérifier que les équations que nous avons trouvées pour les surfaces 
cylindriques , pour les surfaces coniques , et pour les enveloppes de 
surfaces coniques docit le sommet se nieut dans un plan horisontal , 
sont comprises dans la précédente , et que les * surfaces auxquelles 
elles appartiennent sont par conséquent développables. 

Si l'une des équatioqs ^aux diffci^ences partielles que nous venons 
de trouver: itoit prcfposée , par exemple 
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et s'A falloit troQver Téquation de Faréter de rebrouslêmtnt de IW 
surface à laquelle elle appartient , il faudroit d'abord trouver l'équation^ 
de la caractéristique , qui y en faisant d. irq =: ^^. dq, , est 

» 

€t élimiuer p ^t q entre ces detix équations et la suiranie' 

dz = pdx -4" çdjr. 

Mais ces trois équations ne reiifermeni que les cînq^ quantités/r, ^V 
dcc j dj- y dz : donc qyeUes que soient ks formes de la fonction ^' 
<€t du co^cient v' de sa différentielle ,i lorsqu'on aura éliminé les deut 
premières quantités /?, Çyl^ résultat ne sera composé que des trois 
dernières : donc , l'équation aux différences ordinaires dé Taréte dè^- 
jDebroussement est nécessairement de la forme suivante 

£(<ir, cfy-y dz) =5 o;- 

Nous verrons, parla suite, que réciproquement toute équation' 
aux différences ordinaires de cette forme , c'est-à-dire, dans laquelle il- 
xi'entre que les quantités déc, dy^ dz, est toujours celle de l'arête dé 
reBroussement d'une certaine surface dcveloppable , dont la nature - 
«$t déterminée par la forme de la fonction* donnée fJ 

irti 

Une surface' développable étant Fênvëlbpjje de l'espace parcouru ^ 
par un plan dont la position varie en vertu de la variation • d'une 
seule des trois conditions <pLi la déterminent , et par conséquent des 
trois constantes qui entrent dans l'équation de ce plan ; deux quel** 
conques étant toujours fonctions dç ]a troisième-, il s'ensuit q^e cette' 
éqiKition peut toujours être mise sous la forme 
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dans laquelle la quantité «^ qui détermine là position dii plan est 
constante pour la même position, et variable d'une position à une 
autrç* Si , considérant cette équation cpmme celle d'une mveloppée , 
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ôniadiiTcrentle deux fois de suîie en regardant ce comme seule variable^ 
Ou aura 

:rV'«+j4^^« =ô. . . . (C) 

Cela posé , i<>. regardant <e comme une indéterminée dont la valeur 
tariablc est indiflerente , le résultat de l'élimination de cette quantité 
entre les deux équations {A) , (B) sera en quantités finies l'équation 
générale des surfaces développablcs ; en sorte que si les deux fonctions 
^ et 4 ^<^^^ regardées comme arbitraires , le système de ces deux 
équations est de la même généralité que l'équation aux différences 
partielles secondes rt — s* z=i o , et que chacune des équations aux 
différences premières. 

î®. Regardant « comme une constante arbitraire qui doive subsister, 
les deux équations (jf) , (B) sont celles de 4a caractéristique de la 
Surface , ligne dont la position est déterminée par la valeur de la 
eonstante «. Des deux équations (J) , (B) , la première est celle d*utt 
pian , la seconde est celle d'une droite tracée sur le plan des ac , jr. 
Donc y la caractéristique est une ligne droite , et n'est autre chose 
que la génératrice elle-même. 

5^. Enfin , regardant encore « comme une indéterminée, si Ton 
élimine cette quantité entre les trois équations (w/), (B)^ (C), il 
résultera en oc, jr^ z deux équations , qui seront celles de l'arête de 
tebroussement de la surface. 

Nous avons vu <|ue les surfaces développablei solit susceptibles 
d'une autre génération , et qu'elles peuvent être engendrées par le 
mouvement d'une droite qui ne cesse pas d'être tangente à une même 
eourbe à double courbure. L'expression de cette propriété donne pour 
ces surfaces , des équations en quantités finies qui ne sont pas de la* 
même forme qtte les précédentes , et qu'il s'agit de trouver. 

Soient ^ = ^jz , X = 4^ ^^^ équations de la courbe donnée , a 
laquelle la génératrice doit être constamment tangente ,- et qui, d'après^ 
ce qui précède , sera l'arête de rebroussement de la surface ; si l'on^ 
considère sur cette courbe un point qui con^esponde à js = «e , le^ 
deux coordonnées de ce point seront ^:=(^«,,a: = 4«; puis 7 ^^ ^'^^ 
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considère ce point comme celui de contact de la tangente , les deux 
équations de celte tangente seront 

^' — ^€L = (j5 — «) 4>'«t, a: — 4* = (^ — «) 4'*» 

dans lesquelles « est une quantité constante pour chaque tangente , 
Variable d'une tangente à une autre , et dont la valeur détermine dans 
Tespace la position de cette droite. Quelle que soit la valeur de « , 
les deux équations précédentes sont donc toutes deux satisfaites pour 
les points de la surface. Donc, si l'on élimine « entre ces deux 
équations , le résultat de l'élimination sera en oc ^ y ^ z l'équation 
générale des surfaces développables. Si les fonctions <|) et 4 ^^^^ 
regardées comme susceptibles de toutes les formes possibles , soun^ises 
ou non à la loi de continuité , ce résultat est de la même généralité 
que tous les précédéns, 

IV. 

p 

Troui^er réquation de la surface dêveloppqble qid passe en même 
tems par deux courbes à double courbure données dans l'espace. 

La snrfiice développable passera évidemment par les deux courbes 
données , si le plan mobile dont elle est l'enveloppe , est dans toutes 
ses positions tangent aux deux courbes , c'est-à-dire , s'il passe toujours 
en même tems par une tangente à la première couibe , et par une 
tangente à la secopide. U s'agit donc de déterminer dans l'équation 
f = a:<|)^4"^4* + * de ce plan mobile, quelles doivent être Jes 
formes des deux fonctions ^ et 4» pour que ces conditions soient 
toutes deux satisfaites, quelle que soit la valeur de a. 

Pour cela , si représentant par ^ == Fa , x =: £5 les deux équations 
données de la première courbe , on prend sur cette courbe un point 
correspondant à ;^ = /0 , les deux autres coordonnées de ce point 
seront ^ = Fô, x=:fj8 j et si Ton considère ce point comme celui 
de contact d'une tangente , les deux équations de cette tangente seront 

^— FjB = (» — jB)F'ia (J) 

a:— fiB = (? — iB)f'jB . , . . . (B) 
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iùxï^ lesquelles fi est uœ constante qui particularise la position d^ la 
tangente. 

De même , si , représentant par j = (F) z , a: z^yà les équations^ 
données de la seconde courbe , on prend sur cette courbe un poitit 
de contact correspondant à z = > , les équations de la tangente à cetttf 
courbe seront 

r—(f^y=^(z^f)(Ff)f (0) 

ar— /y = {z —y) f y ...... (D) 

> 

jans lesquelles y est une autre constante qui particularise la positkyitf 
de cette seconde tangente. 

Cela posé , si le plan mobile passe par le point de contact de le 
|kremière courbe , son équation sera 

« — ia=(je: — fi8)4>* + (:r — Fj8)4* . . • . (JJ^ 

€e qui donne entre « et i^ la relation suivante' 

H — f^<|)« — Fi84« = « (J*^. 

ï^areillement , si ce plan doit passer par le point de ibnt^ct dicf 
la seconde eourbe , son équation sera 



et <{ii^ doiioe entre » et > l'aube re}atioiir 

y "•^'jy^A — (JFj y-^tt =:z et .- . . . 
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I)e plus , si le plan mobile doit passer par la tangente à la première' 
courbe , il faut que les trois équations {J) , (B) , (E) , qui sont celles' 
du plan et de la tangente y soient satisfaites , quelles que soient les- 
valeurs de 3Cyjr, z. Donc^ si l'on élimine entre ces trois équations' 



les deux quantités -^^ — ■ } 



ce 



u 



y réqiiation résultante 



f'/ai4« + F'j^4« = 1 ............ . . (/) 

établira entre les fonctions <^flt , 4«^ ^^ ^ quantité /) la relation poùi^* 
que cette condition soit remplie.^ 
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Pareillement , si , entre les trois équations (C) , (D) , (6) , qui sont 
celles de la seconde tangente et du plan mobile , on éliminée les àexp^ 

. , r — (F) y œ — fy y-,, - .1 
quantités -r — .. . . > • r-^— * l/equauon résu^tai^ïe 

/><^* + (F)>4*=i. ............ (if) 

donnera entre ^«t, 4^ ^ y^^ relation qui doit avoir lieu pour qua 
le plan passe par la seconde tangente. 

I,ie plan mobile devant en même tems satisfaire aux quatre condiT 
lions que nous venons d'exprimer , il s'ensuit que si , entre les quatrç 
équations (F) , {H) ,(•/)> {K) , on élimine les deux quantités )8 , > , ce 
qui est toujours praticable , puisque ces quantités n'entrent que sous 
des fonctions connues, on aura deux équations en a, ^« et 4^» 
desquelles tirant en a les valeurs de ^» et 4« > on aura les formes des 
deux fonctions arbitraires <^ et 4 ? mais cette dernière opératipn sup-r 
posant la résolution des équations , il est plus simple d'avoir recoure 
à la suivante. ... 

Entre les quatre équations (£) , (C) , (7) , (if) , on éliminera les 
deux fonctions arbitraires <)>« , 4« >^t une des deux indéterminées jS, y^ 
par exemple , la dernière , et Ton aura en a: , ^ , js et jS , Téquation du 
plan mobile perpéti^ellement tangent aux deux courbes données , et 
dans laquelle la quantité j0 sera une constante qui particularisera la 
position du plan. Donc , sî Ton représente le résultat de cette élimi-? 
pation par ifcfs o, et si on le dificrentjie deux fois 4e suite , cq 
iregardant jS commis seule variable , on aura les trois équations 



•i^ = o 
Z' ddM\ 
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{telles que $i l'on élimine jS entre les deux premières, on apra en 
X ^jTjZy l'équation de la surface développable individuelle demandée^ 
^t que si on élimine j0 entre les trois , on aura en or , j* , z , les deu^ 
équations de l'arête de rebroussement de cette surface, 
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La manière dont nous venons de déterminer les deux fonctions 
arbitraires pour que la surface passe par deux courbes données est 
analogue à «Ue qMe nous avons employée pour le cas oh il nV avoit 
qu'une seule fonction d'une quantité indéterminée , et elle est appli- 
cable j quel que soit le nombre des fonctions arbitraires d'une indé- 
terminée , pourvu que cette indéterminée soit la même sous toutes 
les fonctions. Nous verrons plus tard que quand les fonctions arbitraires 
sont composées de quantités différentes , ïa détermination de leun 
formes dépend d'un autre genre de calcul. 

V. 

Deux surfaces courbes étant données à volonté de figures et de 
positions dans F espace ^ trout^er l'équation de la surface dfeVe- 
loppàble qui les embrasse toutes deux, c'est-à-dire ^ qui ^ leur 
étant circonscrite^ les touche suivant une ligne courbe. 

Nous pourrions réduire cette question à la précédente , en déter- 
minant sur les deux surfaces données les lignes de conuct par lesquelles 
la sur&ce doit passer j mais comme c'est de ce problême que dépend 
la détermination des ombres , nous allons le résoudre directement. 

Soient représentées par 

z = F(:c, ^) • . (-^^ 

^= ^(^f ^) '. . . . (B) 

les équations des deux surfaces courbes données , et supposons que 
par la différentiation ces deux équations produisent les deux suivantes 

dz = F' {œ , f) dœ -^ F" {œ , y) dj 
dz={' {x,jr)da:-j' {» (a:,j)dj: 

Si l'on prend sur la première un point de contact dont la projection 
arbitraire sur le plan des « , ^ , corresponde àa: = «,^=:j8,ia troi- 
sième cooi^donnée de ce point sera *=F(«, /3), et rë<iuaiion duplaii 
tangent mené par ce point de contact sera 

13 
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De même , si Ton prend sur la seconde surface nn point de contact 
arbitraire correspondant à a:=«^, ^=s/a^ la troisième coordonnée de 
ce point sera js r= f ( «t^^ jS') , et l'équation du plan tangent à la seconde 
s«r£ice , et mené par ce point de contact , sera 

* — f(«', 180= (■r-.«')f'(«'. /»0 + (/-- A') f" («'./»') (P) 

Si donc on veut que ces deux plans coïncident et ne forment qu'un 
seul plan tangent commun aux deux surfaces , il faut que les trois 
coefficiens de Téquation de l'un soient respectivement égaux aux trois 
coeflScicns de l'équation de l'autre i ce qui produit les trois équations 
suivantes 

FI{a,fi) = {l{J,fi') (fi) 

Ff'(<^,fi) = î"(a',fl') .(F) 

F(*,li)-»FX»,li)^fiFX'-,(i) = [ (•',180— «'f'(*.i8)— /»n«'.*') • (G) 

Donc si , entre les quatre équations (C) , (D) , (E) , (F) , on élimine 
trois quelconques des quatre quantités « > /S « «^ l^'p par exemple » les 
trois dernières^ on aura en x^jr^ Zj s, l'équation du ^lan tttfig0M 
commun aux deux surfaces , danslaqu^le «test une coni^aote.arbi^ 
traii^e qui particularise la position du plan. Donc en^ , si .l'oA 
représente le résultat de cette élimination par MssiK>s et ai otk le 
diflTérentie deux fois de suite en regardant a comme seule variable , on 
aura trois. équations ... 

. . 4 M St O 
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t=z o 



r= O 



teNes , que l'élimination de ft entre les deux premiènes produira en 
Xyj'^Zj l'équation de la surface développable individuelle demandée , 
ti que rélimination de la même quantité « entre les trois , donnera les 
Qetik équations finies de l'arété de rebroussement de cette surface. 

Quant aux lignes de contact de la surface demandée avec les deux 
si^faces donnée , X>n aura en a et A l'équatioa de la projection^de â 
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IKremière t m éliinrnaiit «' ef jB' entre les troiii équaiioAS (EP) , (J^) , (G^ 
et Ton aura en «^ et jS' l'équaiion de la projection de la s^g/ç^^^ fm 
jéiimwmt aucpntr4ire « et JB entre les trois méipesi éqiMttûws- 

Si L'on suppose qu'un corps opaque dcomé de ûgav^ et 4e po^tmi 
soit éclairé par un corps lumineux aussi donné de figure et de position, 
les surfaces qui circonscrivent l'ohibre et la pénombre que le corps 
opaque occa^ionnç par sou interposition dans le milieu iclairé , s^on\; 
deux nappes de la surjlace déyeloppablc qui endurasse les surfaces des 
deux corps ; et les lignes dé contact de la surface dcveloppable avec 
celles des deux corps , sont , l'une , la courbe qui sur la surface du 
corps opaque ^ sépare la partie éclairée de la partie obscure ; l'autre 
la courbe ^i sur la suri&qe du corps lumineux , sépare la partie 
qui éclaire Tautre corps de celle qui ne peut lui envoyer de rayons 
de lumière. 
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s. XIII. 

t i .- \> 

Pe Ji^ upfi^,pWf1}e yne. autre 

surface donnée y consttmte de figure^ et qui, sans ^tçumerp sf 

meut le long d^une courbe à double courbure entièrement arbitraire. 

> < • 

Lorsque dans le parag. g , nous nous sommes occupés de cette* 
surface , nous avons supposé que la courbe qui dirigeoit le mouve- 
ment de l'enveloppée étoit tracée sur une surface donnée ; en sorte 
que des trois projections de cette courbe il n'y en avoit qu'une seule 
'^fp. fût arbitraire. La génération de cette surface pouvoit dtre exprimée 
par une équation aux différences partielles du premier ordre , et son 
expression en quantités finies ne cpntesaoit qu'une seule fonction 
arbitraire. ITous supposons ici que la directrice soit .entièrement arbi- 
ftrçîre, :e< jgtoiâ nous proposons d'exprimer cett,e gp^pér^HOO» quelles 
r^M^ {OÛaBOtt 'itM l'une et l'autre .des deux projeqticw delà ^directrice; 
dE^qni {«ut se faife^ ou par -une équation aux diffisrences ipartielles 
«4u second ordsé » o\i par une équation auz.diffiSrenoas.piM^tielles du 
^i^i^ier -oi^tlre, e\ .qui comprendra nne fonction vbitrai» ^ .et ceiU 
«de dffia aanières essemielkment difféceates; .ou» jei\£ia t par uoe 
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«équation en quantités finies^ mais qui comprendra deux fonctions 
'arbitraires. 

Nous n'entrerons ici dans aucun détail de définitions ; nous ren- 
Toyons pour c«t objet aii parag. 9. . », 

I. 

■ 

Soît z^=F{a:^jr) Téquatlon donnée de l'enveloppée considérée 
dans son état primitif; puis, ayant pris sur lenvcloppe un point de 
contact dont les coordonnées soient a: , ^, js , et ayant mené par ce 
point un plan tangent à l'enveloppe , concevons à l'enveloppée un 
plan tangent parallèle au premier ; et soient a:', j^j %', les coordonnées 
du point de contact de ce second plan , il est évident que l'on aura 

et à cause du parallélisme dés deux plans tangens à Fenveloppe et à 
l'enveloppée, on aura ainsi les deux équations suivantes 

tirant deis deux dei^iîères équations les ' valeurs de ar' et y en fi tiq^ 
qtie nous représenterons paV ' 



• ) • 
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et les substituant dans la précédente, on aura 

les trois fonctions i^f^j ayant entre elles une relation telle que 

l'équation 

d^z=ipdl^qdf 

est toujours satisfaite. 

Cela posé , il est évident que le point de contact de Fenveloppée, et 
dont les coordonnées sont ^^ ^, «', est celui de cette sur&ce qui , 
dans le mouvement , vient se confondi*e avec le point de contact de 
Fenveloppe , et dont les coordonnées sont ^r ,j^, % ^ les trois quantités 
ar — xf^y^^j\ s — sf, ou les trois suivantes œ — ((pyç), y — f{p^9)f 
'j^PfÇ)} qui leur sont respectivement égales, sont dk>nc les 
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iTOÎs coordonnées de l'arc de la directrice parcouru par ce poînt. De 
plus , si sur l'enveloppe et dans une direction quelconque , on prend 
un point infiniment voisin du premier, ce nouveau point aura son 
correspondant sur l'enveloppée , et l'arc parcouru par ce dernier sera 
de même étendue que l'arc parcouru par le premier; car ces deux 
arcs seront tous deux compris entre les deux plans tangens parallèles 
entre eux. Donc les trois quantités oc — ^C/^»^)»^ — J^(j^iÇ)y 
z — j (py Ç)^ seront toutes les trois constantes, et l'on aura' en même 
tems les trois équations 

doc — df(p^ç)=zo 

^J — d/lpfÇ) — ^ 
^-— 4f (A^» Ç) = ^> ' 

mais par la relation qu'ont entre elles les trois fonctions ^t/jjj, 
deux de ces équations ayant lieu , la troisième a aussi lieu néces- 
sairement , conmfie on peut le vérifier par la. dilférentiatîdn : donc, 
de ces trois équations il suffit d'en ^poser deux quelconques. Nous 
emploierons les deux premières comme plus simples , ce qui donne en 
développant ' 

dx^ — (rdx^sdj) f'(py q)-^\sdjc'^tdj) £''(;>, ^) = o 
djr^(^à:'^sdjr)f(p,q) — (sda: + edjr)/'f(p,g) = o, \ 

ces deux équations devant avoir lieu, quelle que soit là direction 
suivant laquelle on 'f9ts$e du premier point de contact de' l'enveloppe 
au second ; et pair conséquent indépendamment de la valeur de 

dy • j • 

-~^ qui détermine cette direction , ij s'ensuit que si l'on élimine 

dy 
--^, le résultat 

sera au^ différences secondes l'équation de l'enveloppe demandée. 

rtous pourrions en rester là par rapport à cette équation-; mais la 
relation qu'ont entre elles les deux fbnctioas f ,/, pjermet de la mettre 
^ous up0 forme p^us symétrique , sOus laquelle il est nécessaire de la 
connoitre. 
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En effet , ayant mis Téquatioa 

dj = pdî^ qdf 
sous la farane siwrante 

d^z=.{pP^qf)dpJt{pi^'^qf^)dq, 
et de te que Ton a généralement 

(dd^ _ fddj\ 

\dpdqj - \dqdpj'' 

3 s'ensuit qae Ton doit aVoir aossi 

ee <iai , védiic«ioig^fittie , doime 

donc ]«s fonctions f et/ peuvent être r^fardées coinme les ^BlKrences^ 
partielles par rapport A /> et à y d'une «ntre fonctian de pM^ que 
nous représuntcrow par r (/», y)j eo sorte que si, povr abi^, 
on&it 

(^)=«- (^)-< m--' 

on aura 

et l'équation aux différences secondes pourra être mise Sdus la forme 
suivante 



dans laquelle les trois quaittitéi A, «$, T^ sont en ;^ et ^ les diffé- 
rences partielles du second ordre de la quantité T {jp^q) différentiée 
im regardant )Ey et q concune variables principales. 
. Réaproquement , toute équation de. cette forme fera celle deTen- 
Veloj^e de l'espace parcouru par une autre surface , qui , sans tourner » 
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se ment le long d'une courbe à double courbure arbitraire dans sts 
deux projections. Si cette équation est donnée , il sera facile , d'après 
les formes connues des trois quantités R^ Sj T^ de trouver celle 
de la fonction r dont elles sont les différences partielles secondes ; 
et d'après celle-ci , il sera &cile de connoltre la fonction j^ car on a 

Cela posé , si l'on veut avoir f équation de l'enveloppée considérée dans 
sa position primitive , il faut se rappeler que l'enveloppe devient l'en* 
veloppée elle-même *, lorsque » pour toute l'étendue de la surface , le» 
trois quantités Jc— Jc', ^— y', z— «', sont chacune ^alcs à zéro, 
c'esuà-dire , lorsqu'on a les trois équations suivantes 

y — r" =r o 
;5 + r •— ;>r^ — çr" = a 

quelles que soient les valeurs de p eiq : donc éBmînant p ttç entre 
xes trois équations , le résultat sera en x, /, «, l'équation de Fenve- 
loppée considérée dans sa position primitive. Enfin , si l'on veut avoir 
l'équation de l'enveloppé elle-même, les trois quantités précédentes 
lie seront pas égales à zéro , mats deux d'entre elles sont fonctions de 
la troisième ; donc si l'on pose les trois équations suivantes 



a? — 


- fs^. 


J- 


- r" = 4« 


pr'- 


-7r"==« 



et si on élimine entre elles les deux quantités p^ q^ on aura en 
^9 ^9 ^9 tt, <pecj 4« ^^^ équation que nous représentons pariXfssso; 
puis , posant les trois autres 

M =0 
dM 



/ddM\ 

(-3?-;=» 
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le résultat de Icliminaiion de « entre les deux premières sera Téquation 
de l'enveloppe, et par conséquent l'intégrale complète de 1 équation 
aux difTérences secondes^ et le résultât de rélimination de «e entre les 
trois équations produira en quantités finies les deux équations de l'arête 
de rebroussement de la surface. 

n. 

Pour trouver les équations de la même surface en difiSêrences par- 
tielles du premier ordre , il faut observer que des trois quantités 
a: — ï^jr — -y, ^"Tid^» ^^^^ quelconques sont fonctions de la troisième: 
donc les deux équations demandées sont cdles que Fou voudra des 
trois suivantes 

dont une quelconque est la suite nécessaire des deux autres. 

Quant aux équations en quantités finies , nous n'avons rien à ajouter 
à ce que nous venons de dire à cet égard à la fin de l'article pré- 
cédent de ce paragraphe. 

S'il s'agissoit de déterminer les formes des fonctions arbitraires ^ 
et 4 ^^ manière que la sur&ce passât par deux courbes données , ou 
fiit circonscrite à deux surfaces courbes données , on opéreroit d'une 
manière entièrement analogue à celle que nous avons exposée pour les 
surfaces dévdoppables. 



S- xrv- 

De la surface engendrée par le mouvement d'une courbe à double 
courbure donnée , constcmte de figure , et qui y sans tourner j se 
meut le long dune autre courbe entièrement arbitraire. 

Une courbe à double courbure se meut sans tourner lorsque , 
pendioii le mouvement ^ deux quelconques de ses tangentes , et par 
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conséquent tontes ses tangentes, restent chacune parallèles à ene-méme. 
Chacun des points de cette courbe parcourt une ligne , et les élémcnar 
de toutes ces lignes , décrits en même tems , sont parallèles et égaux 
entre eux. Si donc, après avoir considéré la génitrice dans sa po- 
sition primitive , on la consid^ ensuite transportée àmès une a«ire 
position quelcoMpe , et qut soit ime de celles qu'elle prend socces*- 
sivement dans son mouveaMnt , tous Uf$ pamis auront parcouru des 
arcs de cbutbea égauk , semblables , et dont toutes les tangent» 
correspondantes seront parailcles entre dles r ions ces arcs se irdnp* 
veront sur la surface courbe eof endi^ par la génératrice ; et si l'on 
suppose tjufun quelconque de cei arcs se meuve sans tourner, de 
manière que le péini dans lequel tl eoi^ la géoéntrice » ne sont 
pas de cette générattice , il se ccndfondra successivement avec let aj^ 
parcourus par tous les autres points \ et il ne sortira par conséquent 
pas de la surface courbe ; en série qu'en donnant le nom de directrice 
À la courbe parcourue par nâ certain point de la génératrice , on 
peut dire également que la surfiice oue nous considérons est engendrée» 
et par le mouvement de la génératrice qui , sans changer dé figure 
et -sans tourner , se meut le long de là directrice , et par le mou- 
yement de la directrice qui , sans changer de figure et Sans tourner , 
fe meut le long de la génératrice. 

Pour traiter cette surfieice dans toute la généralité dont elle eii 
eosceptihle , il fiiudroit supposer que la génératrice et la directrice 
sont toutes deux arbitraires , chacune dans ses deux projections ; mais 
alors nojos serions ^atratnés dans k considération d'équations aux 
différences partielles du quatrième ordre. Comme nous nous proposons 
simplement ici de donner un exemple de génération de surface qui 
puisse être exprimée par des différences partielles du second ordre , 
nous supposerons que de ces deux courbes , il n'j en ait qu'iae seuld 
qui soit arbitraire : nous regarderons l'autre comme donnée ; et parce 
que ces courbes peuvent être prises iùdifiercmment l'une pour l'autre 
dans la génération de la surface , nous regarflterons celle qui est 
donnée conmie la génératrice. D'après cela , U s'agjU de trouver , 
x^. l'équatiqn aux différences partielles dn. second ondre ; >. les dçipc 
équations aux différences partielles du premier or^e; 5*. enfin 
l'équation en quantités finies. - 

i5 



(90) 



W; . »• 



Représentons par â?=: fz , y^^fz les deux équations données 4^ 
Ja génératrice considérée dans sa position primitive » et dans lesqnelleS 
-les fonctions f , f sont données de formes* Si , ayant pris sur la 
«urface courbe un point quelconque dont les coordonnées soient 
a;,^, js, et après avoir conçu le plan, tansg^Bt es ce point, on 
mène à la directrice considérée dans sa position primitive une tan^ 
geiîte parallèle à ce plan tangent ; le point de contact de cette tangente 
sera celui de la génératrice qid y pendant le mouvement ^ viendra 
se confondre . avec le point de la surface. Enfin » si Ton nomme 
^7 J j ^^ 1^ coordonnées de ce poictt de cpntact , on aura d'4dK>f<l 

y^f^' • • (^)_ 

De plus y il existe entre les tm>is coordonnées de ce point line 
relation qui résulte de ce que la tangente eu ce point est parallèle 
au plan tangent de la surface. ^ •.•.•..-. ^ 

Pour trouver cette relation, concevolis par l'origine, i*. uii pïaïf 
parallèle au plan tangent à la surface ; :2^. une droite ' jparallèle à ïi 
tangente de la génératrice. Si tt plan passe par là droite ^ il est 
évident que la tangente delagénérattïce sera parâUcle'aà plàntangeiit^ 
Or, représentant par -ST, JK, Z les coordonnées • du poitft 'gétiéhiï/ 
tant du plan mené par Torigine que de la 'droite /f équation du plâfit 

sera 



« , ' . * ♦ . , , 



*^. 



li. .^ » : . • ♦ '' î 



et celles de la droite seront . :; -r. .).:n,<^ ; u 



js:=ify,.' '.Y—Zf'zf.._ 



t. - î • i i« .TM 



De plus^ le plan devant pds^er par la droite , il' faut qtiè (res XtcSs^ 
équations puissent avoir lieu en même tems , quelles que èoient'les 
vsdèursr de X^ Y^Z^ cs^ que par (foiiséquem l'é^juatioxl * \ 
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mi fisn^té'àe Tâinmiation de X, JTj Z , soit satisfaite. Donc, c'est 
cette écpiatiûn (C) qui exprime que le point de la génératrice est placé 
^e n^îanière que la tangente en Ce point est parallèle au plan tangent 
•il la. surface. Ainsi les ^ois équations (j£) , (B) , (C) déteroiinent les 
râleurs des coordonnées ocf^j^^ z' du point de la génératrice qui dok 
venir se confondre avec le point de la surface , en sorte que si de 
l'équation* (C) on th-e la valeur de z' en p et ^ ^ et que si Ton re- 
présente cette valeur par 

z'=F(p,^) 
pn aura pour les deux autres coordonnées les valeurs suivantes 

Actuellenient /concevons la génératrice transportée de manière qu'elle 
passe, paf le* point de la surface , la valeur de -^ pour l'élément de 



i' 1 



sa pro^dtipjn' sur le plan des ar , j- sera égale à celle de ^jr , et par 



dr 



conséquent égale à celle de "^p , z' étapt regardée comme constante 

dans cette dernière. On aura donc pour la direction de la projectioa 
de rélément de la génératrice au point de là surface 






Cela posé , si l'on conçoit que le point de la surface parcoure 
l'élément de la génératrice sur laquelle il se trouve , . c'est-à-dire , si 

l'on suppose que ^^ M, la valeur que nous venons de trouver , il est 

évident que l'arc de la directrice ne variera pas de grandeur ^ et que 
par conséqu^t les. trois quantités a: — -a:^^ — j', «-— z', ou le$ 
tr(^jis suiyantçs qui leur sont respectivement égales , 
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ne' ctia^erom pas. Donc , $i aprfes a?oir diflSâranâé cet ttois qoamilif ; 

on substitue dans chacune d'elles pour -^ — ^ valeur -^ , on aura 

trois quantités qui seront chacune égales à sero. Mais cette opératiov 
donne également pour les deux premières 

rf xF + ^[f'XF'+/'X/^] + //Xi^'=i • . . (D) 
Quant à la troisième , elle donne 

rV X i^ + ^ [f X /^'+/' X F] + //^ X F' —pi^^qf\ 

dont le second membre , en vertu de l'équation (C) , est égal à Tunité , 
et qui par conséquent se réduit encore à Téquation (D) Donc , l'équa- 
tion (Z>) est aux différences partielles du second ordre celle de la 
surface demandée. 

La relation qu'ont entre elles les trois fonctions f ^ /*, F , permet 
de donner à cçtte équation une forme plus simple , et sous laquelle 
il; est p4us facile de la coooiparer à celle du parag. la, doipl nous 
allons voir qu'elle est un cas particulier. £n effet , si dans l'équation 

;.fV + y/«'=i {C) 

on regarde comme constante U quantité &', ou son égale F{jp %<l^>^ 
qui donne 

la différentielle de l'équation (C) devient 

Eliypii^aQt -^-7^ àfi ces deux équatipns , on troiive 

Ainsi les deux parties du coefficient de ^ dans Féquation (2>) sont égales 
entre elles , et ce coefiicient devient égal au double de l'une d'elles* 
De plus , les deux termes f X /*^ et F X /^' sont les différences 
partielles d'une même quantité {{F(pj ^)] i différentiée en regardant 
p Qiç comme variables principales; il en est de même des deux autres 



teméS/^ y^P et/' X F"^ qui sont les difiKcences paitieUes ^nab 
autre même quantité /[^(/?»7)]; fLpnc , les trois coeffidens de 
l'équation (D) sont les difieixnces partielles du second ordre d'une 
même fonction de p et ^ , diffiârentiée en regardant p et q comme 
variables ]Hrincipale$. Nous représentions cette fonction de p et ^ 
par '^ (Pf ç)f et ses trois différentielles partielles par A, S^ TV 

Enfin , dans l'équation (D) , le produit des deux coeiBciens extrêmes 
est égal au produit des deux parties du coefficient de t; car ces produits 
«dm égfia fim ^et> Poutre a/Mf X F X i^^ donc l'équMon (D) 
peQt étre^miaesoiis k £ravi«<p6u.âîm|>^ 

« 

rR^asS-^tT^i^o*:. , . . (E) "* ,., ! 

les trois quantités Rj S^ T devant tf ailletirs satis&ire à Féquation ' 

KT-^S^sno ...... (F) 

On voit donc que la surfiice dont noua' i|ons occupona est un cas 
particulier de celle du para^ i.^ r et qu'elle n'est autse chose qu^ ce 
que devient cette dernière lonKnii'op y introdut la condition exprimée 
par l'équation (F). 



Si , d'après 1 équation (Z>) , on se proposoit de trouver la caracté- 
ristique de la surface , la méthode que nous avons exposée doiltlériffil 
pour équation de cette courbe ^ 

V X F'dj*^ [f X Ff'-\^f X F] da:df+f x F^'djc- = 6, 

qui , ayant les à,eya facteurs TaiioiiB«ls| 

Cdx —fax =.o , --F'.dy --.J^idx = o , 

indique que les deux branches de la caractéristique sont distinctes', 
c'est-à-^re , que la surface a deux caractéristiques dont les équations, 
peuvent être séparées. La première de ces é<]^tions est , comme nous 
l'avons vu , celle de la projection sur le plan des x , ^ de la géné- 
rBiriee considérée dans la position qu'elle af lorsqu'elle pwseipar Je 
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point de la surfiic« ; lé seconde , en vertu de 'fé^ptàtlon 

66 réduit à la première, Dôtic', 4es d^tuc caradlcrbtfqaei se confondeni 
dans une seule courbe , qnî n est autre chose que la génératrice é^ 
inémc. ; • ..... • . \ . ; • j 

ni: 

^ Toutes les fok qu'pn s^bra vuae tâuLàtion eaxi différenices partwi|1e| 
fie la forme de (JE) , et dani Jaquelle loa-ioura de plus /tHr^if^cso, 
pette équation sera celle d'dne surface courbe eiigen4rée par le mour 
vement d'une courbe ûolistahtê de figure ~; et qui|* ^ils tourner, se 
ineut le long d'une dii;ecfncçi pu^èf ^e;il a^it|^ire. Qu^t à la; Uf^uTf 
(de la génératrice , c'est-à-dire , quant aux fonctions de f et y, qui 
déterminent ses projections , dlos sont déJbrminées ; mais leurs former 
dépendent de celles des trois coeffiçiens R^ S ^ T^ suppQSC^ com^us, 
et nous allons donner la mamere de les trouver. - 
.^li'aqpres lejs formes cpipues dés' çoelficiens R, lS,r, on trouvera 
*lsi fonction r (p^ q)^ dont ils 'sont les différences partiellçs seconde^ 
prises en regardant p^ q comme variabljBS principales , ce qui dépen4 
du çalofl intégral prdmaire. Celtf ^it , puisque l'on a 

. r' = f[F(;.,^)]; r"=/(:F(;,.^)] 

m.^nr^ausçi 

dr, ou xUlp*Aç-x^*dqz=::âpî'\^dqf^ 

ajoi\t9nt au $eco|id membrjs pâ^^^àf^^^\a le r^drjc une diffét^tîeya 
complète , et retrancliant la quantité égale ( pV + qf^ ) â^ , oij 
simplement âF^ à cause (de Féqûfiiion*(C), on aura 

dont l'intégrale 

r = ;>/+ fl/— F 

où '••■• ■• . ' ■ ' • ■• * ■'•'' 

^ il 

dâniia;la)9al<ur.de/rea/?« q^ r, et sf^dîficrenoeS) partielles i Or nom* 



•'\ . 
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fonciioiis; d'une inênie qu^mité ; <|ue>par cp>is^queiït deux tfjenire dlc^^ 
sont fonoLtêns de la utoisième .î do»o si , ayapt jM>sé loa trou éqaatiolis 

*ti élibiîû6>î tf'àéi icM {jrcttiîèrés ,♦* au' 'moyen de Ift troîrièmc , ee 
qui est toujours possible dans ce cas, puisque l'on a RT=S*f et 
que les quantités r' et r'' sont toûtetf deux fonctions de r — pr' — ^r'', 
ou de iB*—*» on aura les detix équations 

, ' à:— - 1 Cj5 — «J 2= 4>* 

4àM» Jvsqudli^s Itos-^vilcAbiB tetof aer<mt cmém^; efi qui serpat iMtUes 
de & gétféffliH«ie>cdiisidérëedans^Yy^ 

«dfitttk réMliat4cll'élmiÎB«doi|;dè « enticfcordeiK équaiiàiw sflm lèfet 
^ ♦ 7 j J5 , et deux fonction^ arbitraires , l'équation de la suiifiKe;.tt 

l'intégrale finît de r^quation (iS)^. , ^ ^ ^ _ x. ^ . 

l^û AhiiiT^^r^^éÀ ^Sn^ViftriTeMrlmfenrévîdèAhnènt OT^ 




/ = 4^ 



Pour trouter les deu?i équations au^ diflerences premières , il Êiùt 
!*k fepjÂ ^et,Vd%pljter<?ê qUr^ï^P^**» *^ **^ ifuatïlifé^AJ^^fî 
r-^f t\z — P y spul constantes ensemble et variables ensemble , et 
9igàd drar fMYâotfqT|^d^i]te*€^iiAes'^(fM fMiî^ iM)«tséi{iieÉit'fon<^M>^ 
la troisième : ainsi £es équations sûnt deux dès suivante» 



'^[tf<bI(!iAittiM'^t>la'attii« des. àèoÈt 
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Enffn , en reprcscntaiîi par j; =x f ? , ^ ss 4« , les éqoatioiit^ dea 
*o)ections arbitraires de la cKrectrice, FéquatîaB finie 4e la sorfiice 
t le résultat de rclimination de «t entre les deoK équaiiôiu * 



X 



— t« = f (a — «) , 7—4* =/(« — «)• 



Nous n'entrerons pas dans d'autres détails par rapport à cette surface j 
mais nous allons placer ici quelques résultats rdatiis.au p^raf;^ ia\ « 
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Toutes les intégrations d'équations aiix différences partielles consi- 
dérées comme exprimant des génératiops dt sur&ces courbes, four- 
nissent celles des équations analogues aux difiërences ordinaires à deux 
♦anablea , et êef intégrations ont ordSnairémentJ'a^antbge de pcésenteoi 
le» éqàaîipBa sonséfa'fehn^ plus fierorahles à Ja cenatmCtioB. 2foas 
aUoaia «n àMOipr mt esaoaple sur ré<pialkm.aaK diSérenoes pattt«Ues 
laCMdes 



!>' .'.J»» A .1* , •!• 



I : » ; *> . • . • 
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qioi. est. cette du pânig. xa. Si», dans cette éqnatioh» on snpprime 

.exemple , ^/leis trois quan- 
équation se réduira à 



une des 4/eux variables principales , par.é 
Utés Çf Sj 'T\ deviendront nulles , et Ié( 

t * 

Actuellement , pour prendre les formes du calcul aux différences 

ordinaires en .f ej «, scient *^ ;;=/? , et -^ = yj de ptos, r (/fc) 

' ' dt ' iPr ^ 

étant uae certaine fonctitm die fi, soit r^s.-^ et r'^ss -7;** Geh 

|K>sé, réquation ril='i deviendra 



i ... 



équation aux différences oïdinaures secondes qui peut s'intégrer par 
les méthodes coimueSy xum qui s'intègre encore pliw.fluâlemimt par 



( 'o5 ) 

le procédé da parag. 121. Eq effet, étant donx^ée la fonction r'^, 
on cherchera les fonctions r' et r , ce qni ne dépend que des qua- 
dratures , et dans les intégrations^ Ton négligera les constantes ^i- 
traires : cela fait, les deux équations . 

jB + r — P^' = ^» 

seront les dénx intégrales premières de la proposée ^ A eX B étant 
les constantes arbitraires particulières à chacune d'elles : et si entre 
ces denx équations Ton. élimine p, on. aura en œ-^A et % — B 
l'intégrale complétée par les deux constantes A^B. Cette équation 
sera donc celle d'une côutbe constante de figure qui , sans tovmer , 
est tnSDSporfàt , suivant une direction qudtonqoe » à une distance 
qvelconqae de l'origine. 

Soit proposée . 

q > j ss I , • 

. ... (*'+«-fO' 

t 

AVDA Uqttétte a et & sont des constantes. On a donc ici 
ce qui donne 



r^g ,/,/*'^ T .etr = V^(^'^a«;>«)i 
donc les deux intégrales premières de la proposée sont 



i t ' , ..— • — —- . I 



et nntégtale finie est le résultat de Féliminatioa de p entre cec dette- 
demères équations. Cette élimwatioa se iait âdlemenit en mettant 

«4 
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(.106) 
à^ûborà ces éqttfttiôns sots eette antre fofFRie 

m 

j|iii& ajouiant le carré de la première multiplié par ^* a^ ^ari« de la. 
SjecODide multipUé par a*^ ce qui doiuie 



t • • 



la fnpoêét mpfùéem «knm. k'nam oBipëd dont, hth atts*,^ dU>oré 
oonfaadiis. aveb )aa /îgMv* des. ai «1;^ s ^ qm. imp^CÉmmett poior 
grandeurs 2 a, ^6, et qui ensuite a été transporiiâe sanaioaraer, 4e 
manière que son centre soit placé xfi^ f oint arbitraire dont les coor^ 
données sont les deux constantes AeiBy introduites par Tintégration ; 
ce qui fournit une construction facile, .Passons actuellement aux diffé- 
rences du premier ordre. ^ •. ~ 



• ■> ^ • \ 



Si Ton a une équation composé a dne Manière quelconque des 
deux quantités. jç--x,^, ^rrf)Pf^\'mtT^*^m. 3 : ^ ^. r\ •.:. .. «,;i. b 



/[x — f/i,v,^ — F;>] = o , 
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quelle que soit la fonctionne pOtrfrtiÀqu entre les deux fonctions f et F 



o. V> 



(*) LVqnation y auroit encore 11^ ^Hirté|r<r^recteineBt en nilwti- 



r«n^recteiii 



I • * 1 « '1 



tuant ponr « sa valeur -A / d^où ^ == . , ce qui donne 

5 == -;Tr +^; à'iyt y^ j > 7» y \ ^ — >^. On doit avoir aussi 
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44 



o-dessu4. 






.^ . - -'«■ilftdlÉBB^^I^bLv 



f(M^) 



il y ait la relattcm suivante 



dF = pdf, 
on aura Fintégrale complète de ceùk équation en posant les trois 



i > ) : 



Ij ' ■ , I » • 

X — Vp ■=i A 

z —Ffz=zB 



\ r 



» "» ^ 
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rût^ 4]MiW«e<nre-,«l!(e? 1», quotité p^ ,ei.^'une,^«:;çoïj^.e 4es ^ea^ 

• . . . . , 

ment une équation en a: — j4 et z — B^ qui sera celle d'une courbe 

pour laquelle l'oiigin» las^ mos^elrtee - à «me di^tencip jLés^ le sens 

des 0? , et à une distance B dans le sens des j^y ou , ce qui revient au 

"HdtïHi \-4tiÊm' aféiébe' o(m$îâjiih de figure , qm , i^as «wneF^ jsst 

Uhm9pi)t'tée^à«e>e^atft)^ ^Mianœ de forîginej «et Jajtnoi^îèoaBeiéfQatic» 



*i i y 
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/(^,5) = o 



^ça:a celle de la courbe le long de laquelle la première est transportée ; 
ce qui dôimé un'mojren facile de conscructiûn'/ 

îG^fiBj îl.p90froH ^avri]^ 

/(oo^fp, z-Fp)=xo 

fût smsceptiMe tf^tre mise mus cède forme , dans laqpMUe on aufoic 

dF=^pdî, 

et que cependant la' manière de Vy ramener' ne se présentât pas. II 
sera facile de s'en assurer ; car , après Favoir différentiée^ si elle esc 
dans ce cas , il sera toujours possible d'en éliminer en même tems :!; 
et s au moyen de sa différentieUe , ce qui produira tme équation aux 
différences secondes 



.Zi' 



qoirse trtUttni 
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nous i'avQps mdi/iiié j^as lu^ut. 
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D£S DEUX COURBURES IHJIŒ SURFACE COURBÉ: 

I. 

En représentant par x^jr^z^les coordonnées cTun point qnelconqae 
'd'une surface courbe , et par a:', j', »', celles de la sur&ce d'une 
iphère , de manière que Téquadon de la sphère qui aurait son centre 
au point 3e la* surface courbe , * et -pour rayon la quantité R , soit 

nous noBB va que si Ton regwde oc', y, %\ conune constantes dans 
cette équation', et que si on la dififérentie succesaÎTement en regardant 
d'abord a: y et ensuite j comme seules variables , les deux équations 

« — «/+(« — z')p=so (B) 

^— y+C'— »oy=o C0 

que l'on obtient , sont en ai', y y x^ celles des deux pkms normaux à la 
sur&ce courbe , menés par le point que Ton considère sur la surface , 
et perpendiculaires , l'un au plan des x ^ x , l'autre à celui des j'y », 
que paff conséquent ces deux équations sont eeUes des deux projections 
de la normale à la surface courbe , menée par le même point de la 
surface. Dans ces deux équations, :z^^\;'^ x', sont les variables delà 
morale ^ et les cinq quantités ^9 Jt ^9 Py ^ $, q^i appartiennent au 
.poipt de la surface par lequel passe la normale , sont constantes pour 
ia même normale , et varient dp grandeur lorsque l'on passe d une 
non^ale . à une autre . 

Si , du point que l'on considéroit d'abord sur la surface , roj^jpasse, 
suivant une certaine direction, .à un point infiniment voisin , les cinq 
quantités x , jr, « , p , ç , croîtront de leurs différentielles respectives 
dxy djTy dzy é^y dq; on aitra entre* cet emq ^ifiifirentkttêi ies trois 



X »09) 
éqnaâons sommtes 

t 

di=pdx'^qdjr; dp =s rdx -^ sdj ; dç ssz sdx '^ tdj- ; 

dy ' 
ei k Taknr de la quantité -^ déterminera rar le plan des or , / la 

projection de la direction suivant la<jaelle on passe du premier point 
au second. 

Cela posé , ri par le second point on conçoit une nouvelle normale 
& la surface courbe , et si cette normale est dans le même plan que la 
première 9 et la coupe par conséquent quelque part en un point , ce 
point d'intersection sera celui de la première normale pour lequel 1«9 
trois coordonnées xf^j*^ zf^ ne varient pas lorsque ^ et^ cbangent de 
grandeur. Donc, si Ton différentie les deux' équations ÇB)^ (C), en 
regardant x^y j*^ z\ conune constantes , ce qui dràne ' 

dx^p^dac'^pqd(y^{% — «') {rdx'^sdj) = o 



ou bien , él imina nt -^- de la première , et z — ;b' de la seconde , 4:e 
qui produit les deux équations équivalentes aux deux précédentes 

les quatre équations (5), (C), (Z?), (iB), appartiendront au point 

d'intersection des deux noripales consécutives. Mais , pour déterminer 

Ies*trois coordonnées, a:', /'».«'» dé ce point , les trois premièi'es de 

ces équations suffisent ; la quatrième ^qtiation \1E) , qui ne renfermé 

aucune des coordonnées^^ est 'donc une équation de condition qui doit 

dr 
être satisfaite , et qui , en déterminant la valeur de -^ , indique la 

direction suivant laquelle on dpit passer du premier point de la sur&ce 
au second, pour que la nouvelle normale soit dans le même plan 
que la premièrç > et ait un pôiiKt commun avec elle. 



^ — ' ^ 



' Ainsi , lorsque le point d'une sur£aice courbe i&nt «dotemniié ^ 
position , la direction suivant laquelle on doit passer de ce point à 
un point infiniment \oisin pour que les deux normales ConséctitiTes 
se coupent , et les trois coordonnées du point d'intersection de ces 
deux noBinales , sont déterminées par les qusctre ëqitetfônS (^ , fC) » 

II 

L'«qiiation (£) étant >du second degré, dlgébrique par rapport à 

-^ et fournissant deux valeur^ pour Cette quandié , 3 /tetttaitt|iâfftjniia 

uetté une normaie »par an paÎAt fnekpii^e dSun^ swf^e cojoj^e \ 
on peitt tovjaoïB^ daks -deux dincuons difiereates « ptsser. tnr la 
sur&ce de ce poMiC fc iul antre ygiiyf infîoîuLBUt Toisin , po:ur lequel 
la normale soit dans un même plan que la première. Ces deux di- 
rections sMH <ti générsd ies s«iiks peurJMfu^es .oa lés^l^at puisse 
avoir lieu^; :en Mfte'^'^xe^pcé les caj tres?pa0ticulicxs^our lesquels 
réquatiou (E) est toujours satisfaite , quelle que soit la valeur de 

~^ , si fùn pasi^e xlu'^éAiîér fotia ^an ^comI niiuiit ivyiîL Mihï 

directioli , la motivée «omide ftt «e 4MM«ipRa tpas dans le -même 
p}an avec la première , et n'aura avec elle aucun point commun. 

Xes deux directions dont H ^''agtt ont encore entre eHe^ime nelktieBi 
Crës-rcmaniiuftde , e^est.4i«'dles .sont il«^g)es droits. £n effet, <jpidle 
que soit la surface courbe sur laquelle on opère , et quel que soit 
le point de cette surface que l'on coBsidère, on peut toujours supposer 
ijue les trois plans rectangulaires de projections , dont la position 
Àoit d'abord arbiti*aire , aien^ été choisis do manière que le plan 
•tangent .il la sur&ce dans ce point soit parallèle au plan des ac^j. 
Dans cette hypothèse, les quantités;^, ç sont toutes deux égales à 
zéro , et l'éqoation (£) devient 



(ùf dx 



(S^) - . = .. 



Or , si on représenté par m et mf les 4eiu[ valenss de -^ que faurnit 



cette éqaatioi^ , on aura 



( III ) 



mm' + I =r o ; 



dtoe , les projections des deux directions snr le plan des x , j, sont 
à angles droks. Mais ees directions cMes-mémes , en tant qu^elles sont 
dans le plan tang^it , sent parallèles à leurs projections : donc elles 
toot aussi à angles 4r osta . 

III. 

L'équation (JD) étant aussi du second degré algébrique par rapport 
à» — «', il est clair que les trois équations (^), (C), (fl) donneront 
deux valeurs pour cbacune des trois quantités ±\ y^^^ ^,' et que ces' 
doublas valeurs seront ëelles qui correspondront respectivement aux 
deux points d'intersection de fa première normale avec Tes deux autres 
Normales , qui sent chacune dans un même plan avec eHe.' 

En opérant sur chacun de ççs points d'intersection en particulier^ 
et d'abord sur le premier d'ehtre eux \ si l'on conçoit' la sphibre dont 
le centre seroit en ce point , et dont la surface pàsseroit par le point 
de la surface courbe , il est évident que les' deax normalM de la sur&ce 
courbe qui se coupent au centre , seront aussi norniale.3 à la sphère : 
la surface courbe ej celle de la sphère auront dpnc 4eux normales 
consécutives communes , et par conséquent deux plans tangcns consé* 
cutifs ^communs ; elles auront donc la même courbure dans la 
direction du plan qui passe par les d^ux nermfdes , c'est-à-dire , dans 

la direction déterminée par la valeur correspondante de--y^, 



doc 



et 



le [centre de cette courbure ne sera autre chose que le point de ren- 
contre des deux normales , c'est-à-dire , te centre même de la sphère. 

Considérant ensuito le second point d!integgectipn , si Ton iionçoit 
de ioiémè ime 'aûti^ sphèt^ \^onl le centre seroit erif ce second point , 
et dont la surface pàsseroit encore par le point de la sur£ice courbe ^ 
la surface courbe et celle de la loconde sphère auront aussi deux 
normales consécutives communes , deux plans tangens consécutifs 
eoBMwma, tfcpv ottiséqiiiKl k mâme oondlNMte; .roms la direction. 
sniyanL Jafl[ueBe.MitebSQQQiide iy>itrbwe sor» kxiâfftQ.» ii^ra déienpinéa 
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dr ' . 

par la seconde valeur de -^^ 9 elle existera dans le plan qni passe 

par les deux normales communes , et ce second plan sera perpen- 
diculaire à celui qui comprend la direction de la première courbure. 
Enfin , le second point de rencontre des normales , c'est-àrdire , le 
centre de la seconde sphère , sera le centre de la seconde courbure. 

Ainsi, toute surface courbe a dans chacun de ses points deux 
courbures dont les directions sont dans deus plans normaux perpen- 
diculaires entre eux , et dont les centres sont sur la même normale. 

Les trois quantités ac^jr^z étant les coordonnées du point de la 
surface » et les trois autres a:', f^ s' étant les coordonnées du centre 
de courbure , il est évident que la distance de ces deux points » c'estrà* 
dire , la grandeur da rayon de courbure , n'est autre chose que la 
quantité it comprise dans Téqoation {A). Ponc» «i entre les quatre 
équations {A) , (£), (C), (Z>) on élimine les trois quantités ar— «x^, 
jr^-^j^y Z'^z'^ on aura une équation du second degré qui donnera 
«n p^ q^ r» Sj t les deux valeors de R^ ç'est^-dire, celles des deux 
rajrons de courbure. 

En fiûsant , pour abrégé, 

le résultat de cette élimination donne 

gR} + hkR + A4 = o ; 
d';>ix il suit que l'expression des deux' rayons de courbure est . 

IV. 

Puisque toute normale à une surface combe est toujours rencontrée 
par deux alitres normales infiniment voisines , et placées dans deux 
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plans nonnaoac redangiilairea entre eux , concevons qne , de In normale 
AU premier point eonsidéré sur la surface , on passe.» effet à fané* 
des «deux normales infiniment voisines tfui la ^cmipent ; qn'ensnite de 
cette seconde on passe dans le nttéme sens à celle -qm la coupe ; que 
de eetia troisième on passe dans le même sens k celle qui la coupe 
«ncore , ^ ainsi de suite pour toute l'étendiie de la surfece , il est 
énàfSÊBLi qu on parcouira une surface dèvdoppabie 'qui sèM partout 
perpendiculaire à la surface eouilie , et qui la coupera dans une Kgne 
coudl^ dont tous les âémens seront dirigés sianraot uiie des coufbures 
de la S1^*filce. Cette courbe sera donc une ligne de la première 
courbure. En faisant la même opération , et dans le même sens ^ 
pour tous les points de la sur&ce , on aura la suite de toutes les 
lignes de la première courbure , qui divtserom la tuiifiice courbe en 
sones de largeur variable. 

Concevons de même que , de la normale an premier point comsi^ 
déré sur la ^uriace , on passe à l'autre des deux normales infiniment 
voisines qui la coupent; que de celle-oi, et dans le même sens, on 
passe à la sw^fante , et ainsi de prodie en proche dtts toute l'étendue 
de la surface , il est évident que Ton parcourra une nouvelle surface 
dévdoppable , qui sera de même partout perpendiculaire à la sur&ce 
conxbe , qui la ooupem susrant une ligne de la seconde oeurbure t 
et cette ligne coupera toutes celles dé la première c our b ure ji anriet 
droits. Opérant de même , et dans le mécteseiis , pour tons les'pomCi 
de la surface , on aura la suite de toutes les lignes de la seconde 
courbure. Ces lignes diviseront de même la surface couri>e en d'autres 
aones de largeur variable ; mais chacune d'elles sera perpendiculaire 
k toutes celles de l'autre courbure , et réciproquement ; en sorte que 
ces deux suites de courbes diviseront la sur&ce courbe en élémens 
qui pourront être regardés comme rectangulaires. Eclaircjssons ceci 
par un exemple simple. 

Soit une sur£aice quelconque de révolution ; si de l'un de ses pointi 
on passe dans le plan du méridien à un point infiniment voisin , les 
deux normales copsécutives se couperont , ptiiêqu'elles seront com*« 
prises l'une et Fautre dans le plan même du méridien. Si du premier 
point Ton passe à celui qui est infiniment votrin dans h ifirectton 
du parallèle > ks deax nsormales c<Mi5écutiveS se couperont encore , 

i5 
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puisqu'elles passeront toutes deux par le même point de Taxe. Mais , 
dans quelqu'autre direction que l'on passe d'un point à un autres les 
deux normales couperont l'axe dans des points différens, et ne se 
rencontreront pas. Les méridiens: sont donc les lignes d'une des cour- 
bures , et les parallèles les lignes, de l'autre. Chacun des méridiens 
coupe tous les parallèles à angles droits , et réciproquement ; et les 
deux suites de -ces lignes divisent la sur&ce courbe en élémens qui 
peuvent être regardes comme rectangulaires. 

JXous avons vu que f é<piation (E) exprime le rapport qui doit exister 

entre —- et les cinq quantités p, y, ^9 s^ ûj pour que deux normales 

consécutives se coupent i elle e^t donc celle de la projection de • la 
ligne de courbure sur le plan des jc et jr. Donc , si après avoir àif^ 
férentié deux fois l'équation donnée de la sur£Buce courbe, pour 
obtenir en a; , ^ les valeurs de p , i^, r, ^ , ^, on substitue ces valeurs 

dans (E) , on aura en ar , ^ — ^ une équation ^ùx différences ordi- 

naires qui sera. ceUe d^s prc^ections des lignes de courbure* Mais 

cette équation est du second degré par rapport à -r^ ; ainsi , lorsqu'on 

l'aura intégrée et complétée par une constaftte arbitraire que nous 
représenterons par jij cette constante sera élevée au second degré , 
et Fintégrale sera généralement de la forme - 

^• + ^f(a:,jr)+/(x,j) = o, 

dans laquelle les deux fonctions f , / seront données par l'intégration. 
Si donc on veut déterminer quelle doit être la valeur de cette cons- 
tante pour que la ligne de courbure individuelle soit celle qui passe 
par un point donné sur la surface et correspondant à x = a , ^ = 6 , 
il faudra substituer ces deux valeurs particulières de a: , / dans l'in- 
tégrale, qui deviendra 

^• — ^f(iï,ô)-h/(a,fc)=:o, 

et à laquelle la constante ^ doit satis&ire. Mais cette équation* fournit 
pour jÏ deux valeurs que nous pouvons représenter par F (a, fr»)» 
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et F (a^b) et qui ne différeront entre elles que par les valeurs du 
radical ; si donc on les substitué successivement dans l'intégrale, on 
aura les deux équations 

. [F(a,i)]»4-[F(a,è)]f(:c,/)4-/(^,^) = o . . . (G). 
[F(a,fr)]»-l-[F(a,6)]f(:r:,7)+/(ar,/)=o ...(#) 

1 t 

qui seront celles des deux lignes de courbure qui passent parle point 
donné. Nous aurons occasion, par la suiie, d'éclaircir ce procédé 
par des applications. ' 

Si dans Féquation (E) des lignes de courbure on substitue poui' 
r, fleurs valeurs prises dans dp:=:rdx'^sdac; dq=sda:^idfj la 
quantité s disparolt en même tems ; et au moyen de dz ^zpdx-^çdy, 

celte équation prend la forme 

t 

dpÇdj'^çdz) z=z dq {dx -\^' pdz) (E) 

sous laqudle nous verrons qu'elle se prèsaite souvent , et qu'il est 
nécessaire dç coimottre 

V. ' • 

Nous avons vu qu'à chaque Kgne de courbure correspond une 
surface développable normale à la 5ur&ce courbe ^ et qui est le lieu 
de toutes les normales qui passent p^r la même ligne de courbure. 
Pour toutes les lignes de la prertiiëre courbure on a donc une suites ^ 
de semblables surfaces développables qui ne diffèrent entre elles que 
par une certame constante , et cette constante peut influer en même 
tems et sur leur forme et sur leur position. Pour toutes les lignea 
de-la seooude courbure on a de même une autre suite de. surfaces 
dévelOppoUes normales, qui ne difi^rènt entre elles que par tme 
autre cônsfante. De' plus , les deux surfaces développables normales 
qui paS^lent par le même point de la surface, se coupant dans la 
normale qui leur est commune, et étant perpendiculaires l'une à l'autre, 
il s'ensuit que chacune des surfaces développables de l'une des suites 
rencontre toutes celles de l'autre suite en lignes droites , à angles 
/iroits , et réciproquement. Les deux suites de surfaces développables 
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divisent donc l'espace en élémens wfimment étroits dam les séo^ 
des dcaïc courbures » indéfinis dans le sens de la normale , el* ter^ 
minés par quatre plans rectangulaires entre eux y et pa« «{iialre arêtes 
indéfinies et en lignes droites. 

11 est facile d'apercevoir qn-eiant donnée la surface d^me voûte ^ 
la manière la plus Naturelle de la diviser en voussoirs par des joints ^' 
est de prendre pour joints les sur&ces développables normales à la 
svrfiice de la voûte , et espacées entre elles , dans cka4SUBe des deux 
suites , dWe quaAÛté finie et dépendante de la nature des matériaux^ 
Ces joints seroient tous perpendiculaires à la sur&ce , et rectangukirea 
entre ei» ; les voilssoirs n'aujroient par conséquent que des an^es 
droits i les joints qui seroient engendrés par lé mouvement d'une 
ligne droite seroient de Tcspèee de oensi auxquels en donne le nom^ 
de régies 9 et par conséquent d'une exécution fiidle. lyaOleurs, si 
les joints étoient apparens sur la surface de la voûte , ils y traeeroient^ 
des courbes toutes rectangulaires entre elles , et qut,. dépendant de 
la- nature même de la surface , en rendroient la génératrice plus 
apparente : enfin ces li^ies elles-mâmes diviseroiem: la siurface de 
la voûte en compartimens tous rectanguTaires et SMoepiiUes d'une 
décoration bien ordonnée et propre à là surface. 

Les deux équations {B)^ (C) étant en ac^^ /', V celles de la normale y 
il est évident que si Ton assujétit cette normale a se mouvoir dans 
la surface développable d'une des courbures » elle passera par la ligne 
de cette courbure, et les deux-^piantités x, jr auront entre elles la 
relation expnoiée par celle des deux équatixms (G) , (M) , qui- ess 
relative à cette courbure. Donc , si des trois équations (S) , (Q, (G} 
et de celle de la surface courbe en élimine •«?, ^^ s, <m| aura es 
jc'i y, ^» ^t ^ 9 potfr une des courbures » féquation de 1^ sur&ce 
développable normale qui passe par le point déterminé par arasa r 
j:sr (. Et si l'on élimine de même x y^^z entre les trois équation» 
(^ (C)t (fl) et celle de le ssHace coutbe, on aura «V^y, «', «, b. 
Itour rentre courbure» la «wrfeçe défoloppablo nomak qui paaie par 
le mteu» pcinu 
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Chflcfane des siir&ces èévelo;f»pables normales d^tme des suites a soi^ 
ftréte de rebroussement particnliète , qui , étant le lieu des intersectiop» 
successnres des normales conséctitives pour itne Kgne de courbure f 
est évidemÊnexit le lieu ééê centres d'une des eourbures de tous les 
points de la sur&Ce qi£ sont sur la même ligue de courbure. Si l'oa 
considère donc le système des arêtes de rebroussement de toutes les 
surfaces déydoppables normales d'une même suite ^ ce système for^ 
tnen xme sur&ce courbe qui sera le lieu de tous les centres d une des 
.courbures de la surface courbe ^^ De la même manière f le système 
des arêtes de rebroussement de toutes les sur&ces dé?eIoppables nor-* 
Jinales de l'autre suite formera une autre surface courbe ^ qui sera le 
lieti de tous les centres de la seconde courbure de la même surface 
courbe. Ces deux sur&ces des centres de courbure dWe même surface 
ca«rb«. qui, dans qttelq««s cas parUcolim. peavent avoir leu» 
équatioiis séparées , mais qui , en général , sont des nappes différentes 
4.We toéme sur&ce courbe f et comprises dans une même équation 
élevée , sont par rapport à la surface courbe cç que les dérdoppéei 
sont par rapport atuc lignes courbes < 

Les trois équations {B) , (C) , (Z>) dcmnant les coordotinées a/, j^, if 
àa centre de courbure correspondait au point de la surface courbe 
déterminé par les valeurs arbitraires '9e or et /* , il est évident que si 
entre les trois équations (È)^ (C) , (D) et celle de la surface courbe on 
élimine st^ jr^ ij Féquation résultante sera en scf^ y^ %^ celle de la 
surface des centres de courbure. 

Lorsque Féquation du second degré (17) ^ après la substitution iitlk 
valeurs de /y, q^ r, ^ , t en a^^ jr^ sera divisible en. deta facteurs 
Irationnék , c^eSt-^à^re ^ lorsque les quantités x ^ y pourront sortir 
toutes de dessous le radical j eu opérant, comme nous venons de le 
£re 5 pour chaque facteur en particulier » on aura les équations 
séparée^ des «sur&ces des ^ centres des deux courbures ^ ces deun 
fttrfaoes seront ak«s distinctes ; elles pourront même étfe lotalemenl 
iad^eadantes si k quantité qui est sous le radical est mi carré 
paiftit , ou E'6tre liées enttc dles que par une rektkni entre leurs 
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paramètres , si la quantité constante qui est sous le radical n'est pas 
un carré par&it. Mais lorsque jc et j^ ne pourront sortir entièrement 
du radical , on ne pourra opérer que sur l'équation du second degré 
(D) elle-même -, le résultat de rélimination tn a/, y, 2', sera d'un 
degré pair ^ les surfaces des centres des deux courbures ne seront 
pluisi distinctes , et elles seront les nappes différentes d'une même 
sur&ce courbe , produites l'une et l'autre par une môme génération. 

De ce que chaque normale est tangente en même tems aux arêtes 
de rebroussement des deux surfaces dcveloppables normales dont elle 
est l'intersection, il s'ensuit qu'elle est en même tems tangente aux 
deux nappes de la surface des centres de courbure ; de plus , chacune 
de ces nappes est l'enveloppe de toutes les sturfaces développables 
normales d'une même suite ; ainsi , tout plan tangent à une de ces 
surfaces développables sera aussi tangent à la nappe que cette surface 
touche ; donc , si l'on conçoit par la même normale les deux plans 
tangens aux surfaces développables dont elle est l'intersection , ces 
deux plans , qui d'ailleurs sont à angles droits , seront tangens , Fun 
à I4' première nappe de la surface des centres , et l'autre à la seconde. 
Dôni , la surface des centres de courbure d'une surface courbe jouit 
de cette propriété remarquable ^ que , de quelque part qu'on la con^ 
sidère , les contours apparens de ses deux nappes paroissent toujours 
se couper à angles droits. ' 

11 suit de là que toute surface courbe ^'est pas habile à être la surface 
unique des centres de courbure d'une autre surface. Ilf^utpour cela^ 
i^. que son équation algébrique soit d'un degré pairj s®, que les 
contours apparens de ses deux nappes soient rectangulaires entre eux. 
Toutes celles -qui ne rempljssrait pas ces deux conditions ne peuvent 
former que la surface des centres d'une des courbures , et doivent 
être conjuguées avec une autre surface courbe ^ qui sera celle des 
centres de l'autre courbure ^ et pour laquelle il suffira que les contours 
apparens de l'ime et de l'autre soient reaangulaires , de quelque point 
qu'on les regarde , 

Si f sur la nappe des centres cTune des courbures , on considère 
jane qvelconque des arêtes de rebroussement dent elle est le lien » 
fifiitip arête sera^ entre deux quelconques de ses points» la .ligne la 
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plus courte que l'on potirra tracer sar la nappe. En eflbt , le plap 
oscillateur de cette arête , c'est-à-dire , le plan qui passe par deux dé* 
ses tangentes consécutives , est tangent à la surface développable à 
laquelle appartient Faréte , et qui est le lieu de ses tangentes : il est 
donc tangent à la nappe des centres de l'autre courbure , et par con- 
séquent normal à la première nappe au point d'oscul^tion. Or la ligne 
dont Je plan osculateur est normal à la surface au point d'osculation , 
est la plus (ourte que l'on puisse tracer sur cette surface entre djpux 
quelconques de ses points; ou, ce qui revient au même , elle est 
celle que traceroit un fil tendu entre ces deux points. Car si l'on 
conçoit un fil appliqué sur cette courbe , coïncidant avec elle , et 
tendu. à ses deux ex.trémités par des forces égales, la résultante, des ' 
tensions de deux élémens consécutifs sera dirigée dans le plan de ces 
deux élénp eus, c'est-à*dire , dans le plan osculateur normal à la 
surface; et parce que ces deifx tensions sont égales entre elles., la 
direction de la résultante partagera en deux parties égales l'angle 
formé par les deux élémens consécutif : ainsi cette résultante sera, 
normale à la surface, et sera entièrement*' détruite par la résistance 
de cette surface : le fil n'aura donc aucune tendance à s'écarter de la 
courbe sur laquelle il aura été appliqué , et avec laquelle il coïncidera 
toujours. 

Si le^ deux nappes des centres de courbure se coupent quelque part , 

' elles se couperont à angles droits , et la courjbe .de leur intersection^ 

sera le lieu des centres de courbures sphériques de la sur&ce ; car 

chacim des points de cette ligne se trouvant en même tems sur les 

nappes des deux courbures , sera le centre commun des deux cour* 

bures qui , au point correspondant de la sur&ce , sont égales entre 

elles, comme celles d'une sphère. De plus, si l'on conçoit toutes les 

tangentes à la courbe d'intersection des deux nappes , chacpne d'elles 

^ra normale à la surface , ef, la cpupera en un point pour lequel les 

deux courbures auront même rayon et même centre. La courbe qui 

sur la surface , passe par tous ses points , est une ligne remarquable ; 

c'est la ligne des courbures sphériques , qui ne coïncidé avec aucune 

des lignes de courbure, et qui sur la surface coupe toutes celles de 

l'une et de Tautre espèce. On aura l'équation de cette courbe en égalant 

entre elles les valeurs des deux rayons de courbure , c'est-à-dire , en 



( 130 ) 

igdant à zéro le radical de Féquation (D) , ce qvA donne 

[(1+7O''— v^^+(I+^*oo* = 4(''^~^•)o+/^•■+•y'^ 
Il est bien évident qne la ligne deicourbure^ sphcrique$ mr la sarhic^ 
est une développante de la Kgne des centres de conrbure sphérîqne 
on de l'intersection des de«ix nappes des centres. Ainsi , après avoir 
fixé un fil en un des j>oint5 de f intersection des deux nappes des 
cenircs , si , en le tendant , on le fait mouvoir de manière qu'il s*eh^ 
veloppe sur cette intersection j et que la partie rêctiligne du fil soit 
toujours tangente à cette courbe ; un des points de ce fil parcourre' 
la ligne de courbure spbérique. Mais si , en tendant le fil » on ne 
s'assujétit à aucune condition ^ et en supposant qu'il n*exerce ancuit 
frottement stu* les nappes des centres , dans quelque position <m'bzi: 
}e conjtidère , il sera divisé en trois' parties : la première sera enve^ 
loppée sur une partie de l'intersection dea deux pappes ; la seconde 
sera pKée et tendue sur la nappe des centres dont le fil se sera approché , 
et sera s^ppliquée sur une des arêtes de rebroussement dont cette nappe 
est le lieu , et ces deux parties de courbes se toucheront à leur point 
commun ; la troisième partie du fil en ligne droite sera tangente k 
cette arête de rebroussement , et normale h la surface; enfiii le même 
point du fil sera sur la surface elle-même. Ainsi , en agitant le fil 
constamment tendu , on pourra transporter le xpêine point du fi| 
iuocessîvement sur tous les points de la surface. 

On voit donc qu une surfiice quelconque peut être engendrée par 
les deux tnouvemetis continus du ])oint d'un fil tendu qui s*enveloppd 
sur les nappes des centres , de même qu'une courbe plane peut être 
engendrée par le point tendu d'un fil qui ^'enveloppe sur lu déve* 
loppée «le la courbe. 

Nous allons açtueUeipent nous occnper de b^ génération des surfkces 
courbes d'apirès les propriétés de leurs Ugnes de courbure , de leiîrt 
rayons de courbure , etc. Nous aurons souvent occasion d'employer 
)es équations ra|^née9 dans ce paragraphe* 
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§. XVI. 



DES LIGNES DE COURBUREDELASIIIIFACE DE L'ELLIPSOÏDE. 

I. • 

T • • . • » 

Apres avoir porté de part et d'autre de rorigine, sur la ligne de* x 
une première droite a , $ur la ligne des / une seconde droite h , et 
sur la l^gne des «une troisième droite c; ce qui détermine six points 
placés de telle itianière que chacun des trois plans rectangulaires en 
contient quatre : si Fou conçoit dans chacun de ces plans une ellipse 
dont les quatre points compris dans ce plan soient les quatre sommets , 
chacune de ces ellipses , que nous nommerons ellipses principmles , 
aura pour demi-axes deux des trois droites a, &, c » et leurs équations 

imnt 

^^' -+•&•«' =5 *■«• 
a» »» -f- €•«■ = c^a» 

Ensuite , si Ton conçoit qu'un plan se meuve parallèlement à Fun. 

quelconque des plans rectangulaires , dans chacune de ces positions^ 

i! coupera deux des ellipses principales , chacune en deux points , 

. ce qui déterminera quatre points dans ce plan; enfin, si Ton conçoit 

l'ellipse dont ces quatre derniers points seroient les quatre sommets , 

le lieu de toutes les ellipses construites suivant la même loi que la 

denvore , sera la sur&ce de l'ellipsoïde dont nous nous proposons de 

trouver de» lignes de courbure j ou , ce qui revient au même, cette 

surface peut être regardée comme engendrée par. le. mouvement de 

la dernière ellipse , qui est en même tems variable, àa figure et de 

position. 

Il est évident , d'après cette génération , qiie la surface est symé- 
trique par rapport à chacune des trois lignes des x, dçs^ et desz , 
sur lesquelles seront placés ç^$ trpis axes, et qpe les grandeurs de cm 
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axes seront respectivement 20^ nb ^ ac. De ces trois axes nous Mttp^ 
poserons qne le premier soit le pins grand et que le dernier soit le- 
plus petit. 

H. 

Pour trouver Téquation de la snr&ce de rêÙipsoîde , supposons quê- 
te plan mobile soit parallèle à celui des x^y^et considérons-le lorsqu'il 
est à une distance quelconque « de f origine, on aura pour son équation. 

Ton tj^uvera ks coordonnées des poials dam lesquds il coqpe alors^ 
ks deux ellipses principales , en âûsant s se « dana ks^ équations d* 
MS deux courbes , ce qui donifera^ 

« 

flC* Sc:4^ I ^ kStM I ^ ' ^ 'i " y • • 

c* ' -^ «* 



et ces valeurs de ^ et^ seront les demi-axes de TeUipse mobile , 4ÈMÈ 
l'équation sera par cônsé^mik - ' * * .' \ 

&»c» J!^» + d^c^/* =î^ d^bi (c< -JL «« j. 

\ 
Ainsi cette équation et celle du plan mobile sont les deux équations^ 

de l'ellipse mobile considéré|&,dans l'espace » et dpp^Jjn Çgura^; aîfisr 
que la position , sont déterminées par la valeui; dç ««..Dqnc,. pçW' 
avoir l'équatiou de la surface engendrée par le. mpuve^eiit de^ cetW* 
coiirbe , il faut éliminer « entre ses deux ^équatiçtus j. Cfe ,qjli dopi^ 
pour équation de la surface de l'ellipsoïde . 

' • • • , ' 

;Si iè plan mobile eût été parallèle au plan des a*, « , du & célài des 
y^ z ^ on auroit eu le même résultat , et Ton auroil par dùnséqueiit: 
engendré la même surface. ^ 

IIL 

Pour avoir l'équation des* lignes da courbure , il faut différentier- 

4eux fois^ celle de la sw&ce $ afin d'obtenir les valeurs de Pf fr ri s » fr 
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^1 substîiiter fees Taleun ^e réquauon (£) , ptg. log | des hgaù d» 
courbore» Or « par la diffécentiatîon , Ton trouve 



P = 



C^a: 









s =m 



a*b*zi ^ 



«, 



substituant donc ces valeurs dans réqfOQition {E)^ 

et diassant , au moyen de l'équation de fat sur&ce , les z qui ne se 
détruisent pas , on aura , pour les projections des lignes de courbure 
sur le plan des x ^jr ^ Téquati^ "^ate différences ordinaires à deux 
irarîables 

qui , en Êôsant pour abréger 

deiâent 

-^•^ 'së"*' "é <*•— ''^•— ^)— ^ -* 

* et qu'il ^agit d'iatégrer. 

IV, 



Getae '^«paâon étant Atrtét , on doit la teçatder <x>ninie rSsuItant ' 
dé'rappéns non Uséirires rétablis «ntre les constantes qui complétoieiù,* 
U» ikt^gùin éA premier ordre dfnhe iqq«tion diffl^remieUe d'un ordre '^ 
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mq>éneiir. Il faat donc chercher cette équatioii d'un ordre rapérieur, 
en éliminant successiyement des constantes per la différentiation « 
l'intégrer ensuite jusqu'aux quantités finies ; ce qui introduira autant 
de constantes arbitraires de trop que Ton aura différentié de fois , et 
trouver enfin les relations qui doivent subsister entre ces constantes 
arbitraires pour que la proposée soit satisûdte. 
Différentiant donc la proposée » on. trouve 






("*» ^ +— ^-') + (^ -^ + ■ ) (• ^ -')- 



et éliminant une des constantes A ^ B ^ Fautre disparolt ausâ » et 
Ton obtient l'équation aux différences secondes 

xjddjr^ djr (a:djr—jrdx) = O , 

qui est linéaire , et qui peut être mise sous cette forme 



dont l'intégrale est 

JLdys^adsp, 

9 

H étant la constante arbitraire introduite par rintégration. 

On pourroit dès à présent substituer dans la proposée pour ^ 

sa valeur tirée de l'intégrale , et l'on auroit Fintégrale demandée com- 
plétée par la constante arbitraire jBj dans ce cas même l'opération 
seroit très-simple ; mab en général il vaut mieux remonter directe- 
ment aux quantités finies , ce qui donne toujours l'équation la plus 
simple 9 et déterminer les valeurs des constantes sunînméraires de 
manière que la proposée soit satisfaite. 
Intégrant donc encore une fob , on trouve 

équation d'une section conique concenu^ique à^PeHipsojde/dcmi tts 
axes sont dirigés suivant la ligne des ac et celle des^,. pour laquelle 
Us grandeurs des axes sont arbitraire?» et qui peut être une ellipse oa 
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une hyperbole , sairaBt le signe de la consunte jB. Mais aons ne devons 
avoir quWe seule arbitraire ; donc des dem axes de la section conique 
il n'y en a qu'un dont nous puissions disposer ; Fautre dépend du 
premier , et cette relation doit être telle que la proposée soit satbfaite. 
Pour trouver cette relation , soient m , n les grandeurs des demi-axes 
de la section conique » son équation sera 

le signe supérieur étant pour les èllipseï , et f infirieur pour les byper- 
1>oles y en la différentiant on trouvera 

nbsticuanr pour jr ei -^ leurs valeurs dans la proposée , x dispa- 

roltra anssi , et Ton trouvera que pour que cette équation soit satisfidte » 
les deux demi-axes m^ n, doivent avoir entre eux la.relation suivante 



« • 



Ces demi-axes pour cbaqne ellipse sont donc les obordonnées d'un 
point d'une même hyperbole détemûftie » et pour chaque hyperbole les 
coordonnées d'un point d'une même ellipse déterminée; cette hyperbole 
déterminée et cette ellipse étant d'ailleurs l'une et l'autre concentriques 
à Fellipsoïde ; ayant de plus les mêmes caes , dirigés , l'un suivant la 
ligue dea x, l'autre suivant la li^e des/ ; et le^ pudeurs de ces axes 

étant , pour la moitié du premier , y (B)^ et pour la moitié du second 

>>= Enfin, remettant pour A tl B letirs valeurs, les grandeurs 

dçs demi-axes communs de l'ellipse et de n^rperbole déterminées « . 
seront respectivement — i^ , . [, et — -r^ ■ D'où suit la 

cônstructioti suivante. 



I < 



1 II 



<»^) 



V. 



< • 



On construira une preraîère hypexl>ol6 et vne première ellipse t 
toutes deux concentriques à Tellipse principale , et dont les demi-* 

axes communs seront j- ^ ■ <ians lê sens des a: , et • • . 

~ y — ' ^ ■ -f - \\ 

le nom d'hyperbdie et d*ellipse auxiliaires.' Puis , si d^un' point quel- 
conque de l'hyperbole on abaisK les deux ^ordonnées rectangulaires « 
<!es coordonnées seront les deqiHÎxes cTapim lesquels , en construisant 
une autre ellipse concentrique , on aura la projecâon sur le plan des 
^,7., «Tune d/es jli^s.d^^f^jfciwpe^^^'e^ 
la même manière tant d'ellipses qu'on voudra, ""on aura les projections 
«dé toute la suite âèsKgiies 9iàkt dës'eQîulfmfiés âèlèr stirfeice; De même , 
û dPttn pomt qudlcoiiqiLë -^ FdK^se ^ausffîtii^e', oftt s(ba%9sSe tes <tetix 
coordonnées rectangulaires^ dleSL^fJ^niJo^.^emi-axes d'une hyperbole 
concentrique ; chacune des liyperboles constmites de cette manière. 
430upeni tome» >l«s eifipœs'iel (i^ipfqqiieiÉiiiii V et letir sfitéttte ^éanPla 
proJMtion. de tome \^ «ii|Lèr> d i fr iig ii aa' de l'aMM .ciou^dbai^éu * 

• La quantité a* — h^ étant toujours' moindre que d* — c*, il $*enstijt 
que l'axe commun de rdlipse et de i%ypeil)oIe aùxillairçs » et qui, 

a^pour expressioa ■ /iLLA,4 =gîi± , e^f; plu* petit âih« ]e> gratid âk^^ 

^ ^2 de l'ellipsoïde ; que , par conséquent , les sommets commuas d^ 

ces. deux combeç t<Mlb«itf.;fSfl dédain 4e IVUipse pmcipdk. I>^«¥^ 
cela 4 il est évident que la plus petite des ellipses , projections Aei 
ligaes de courbure'^ a pôuir'grQnd atke det â^etOMiimKi » 'e^ q«« sett 
petit axe est nul-;. ^elle se^dnfonjd vdîûic atfc^la lij^^ ^ ^i 4'^.V 
il' feuit que reUipse'^rmdn^ qui est <^nàJe plan des a? ,' s , est ' 
elle-même une aes lignes de couroure de la surface. A mesure ;^[a^, 
le grand axe des ellipses croit ^ le petit axe croit aussi ; et lorsque 
le premier de ces axes est égal au grand axe de l'ellipsoïde » l'ellipse 
se confond avec l'ellipse principale du plan des ^^j*» qui est dpnc 



woaà vbe fi{^ dk «onrtan. Batflbry^ ditts tk^iutàMî d<rfhyperi>oIe 
anzfliabie m^-^An* tsiB^ maîs&k M^idr, et n on remet pour A 
«t J 1(W« yafeafl^, «a* trdirre itt=i^. II est iÉititUfr de «instruite de» 
dD^p0^ pktf grataAM <^ cAte âernière; dles tomberoimt toutes en 
Mhsw dfo Pél^fiétfide' , ei seroient étrangerear 'à notre ebjet. 

" On yoif 'donc <t^é iftia'cim dés deux sommets communs de rby- 
^erboile et del'eHît^sé auxUiaite^ est eml>ras$ë cPun même côté par 
tdtttés les ellipses' , 4^ se ressentent toujours à mesure que leurs 
sommets en approchât , et qui ne perdent leur petit axe que qùandt 
iUês riAtéigtfeiir. • ' ' '^ ' 

Quant anî fajpérBûIes , 3 est clair it^'aVcune d'^és ne peut avoir 
dans le sens des x un face plus grand qi;e l'axe commun de Fhyperbole 
et de FeUipse auxiliaires. Celle pour laquelle l'axe a cette grandeur » 
^s^49«^' wê mit*' <* i^ecpBlfMid ^Tedi.k'lîlfii^ de» x ; à mesuré 
que cet axe doninue, l'autre augmente^, de manière que lorsque 
eelm-ci est à s<m maximùhfé^'W'f^tiilliM âe^nt nul a son tour , et 
alors les deux branches de l'hvperbole se confondent avec la lignp 

%ek'y:àtà\^i^mmr^e^^^^^ comme ici 

deux autres , une des lignes de courbure de la Sl)Vfac(S^ CSacùn'flci 
sommets communs de Thypeft^a^ d^^F^ipse auxiliaires est em* 
brassé par toutes les hyperboles , mais du côté opposé à celui pour 
hÊsipaàl^ ettqj^enifembimoébt; Ilbtt \sf^èAiiiilm M^fesf»r#kii à mesuré 
qu'elles approchent de ces points » mt, eliM tMSpeM^ent leur yeiit aiif 
que lorsque leur sommet les atteint. 

Ces points vers lesquels et les ellipses et les hyperboles toumen): 
toutes leurs concavités ^ sont les projections de quatre points très- 
remarquanles Tur la sutface c(Hii4^c \ deux d'entre eux scmt placés 
au-dessus du jplan des ^ > 7; > e( deux ^i^-dessous. Ce sont quatre 
t>ml)îiïcî> ' àiitqur desquels lies ligues de^ deux courbures sont pliées', 
toùtics léfe unes "d'un cÔlé , ièt toutes* les autres " du coté opposé. Ces 
lignes W rèSsfeiTéiit à mesure qu'elles eu approchent , et dès quelles 
les atteigneiit'' elles éhangont d'espèce. 






W ' ' 



Les proj«cûoi» dos fignii «b'€Otirb|ir&&e s^ût'dfas courbes d'espèces 
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différeaies pùm Ih deux opurbnreft qae piVia .qiw le phn de pro« 
îeciion n e$t pfis placé dWe mamèv^ symétrique. En «ffet, lès trois 
axes de l'ellipsoide . étaot supposés ÛM^gaas » ; c'est , sur. le pbn » . nené 
par le plus grai^d Bxe et par Iç moyen, qu'o^ aoroit trouvé » parla 
même rai^ocn» des résultats absolument analogues jniûs en dioisisaaiit 
le plan mené par le plus grand axe et pitr le plus petit , les pro- 
jections de courbure sont de la même ^spèct i elles se constroisent 
toutes par la même loi ^ et leur çonstructioiji est p}qs propre à être 
employée dans les arts. 

Pour avoir Féquation de la projection des lignes da coiuimre sur 
le plan des a: , jb , il faut de l'équation de la surfiiçe courbe 



éliminer^ au moyen de l'équaticm de la projection sur le plan des ac^jr 

ê 
9 

dans laquelle on a d'ailleurs entre les deux cbnsttntes axbiiraires m^n 

la relatioB suivante 

» 



ee qui rédiût des constantes à une seule* Gstle élimination est rendue 
plus ûtdle par TéquAtion identique 

et donne 

c* (a* — m») Bx* -|- a*b*m*jâ* ss a^c^m^ (a* — m») , 

dans laquelle toutes ambiguités de signes se sont détruites. Or f 
nous avons vu que la qiuoitité m , qui est Taxe dims le sens des x 
des sections coniques de la première projection, ne peut jamais excéder 
l'axe correspondant a de Tellipsoide ; la quantité a* *— m* sera donc 
toujours positive; et l'équation que nous venons de trouver sera 
celle d'une ellipse concentrique à la surface couil>e , dont les axes 
seront dirigés suivant la. ligne des x et celle des z , et qiû ne changera 
jpMs d'espèce. Soient nJ ^nlU» grandeuis des deax demi-axes de ceue 
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dlip^, on van 



nJ* = — - 



B 

'^ =- F3 ' 

et éliminanV la Constante m , qui est étrangère à la projection actuelle , 
on trouvera que les deux demi-axes de cette elUpse doivent avoir entre 
eux la relation suivante 

Or» cette équation est elle-noéme en w! ^ rJ , celle d'une ellipse dé- 
terminée; donc, les deux demi-axes de chacune des ellipses de la 
projection sur le plan des oc ^ z ^ sont les deux coordonnées rec- 
tangulaires d'un même point pris sur une ellipse qui est la même 

a* 

pour toutes , et dont les demi -axes ont pour grandeurs ■ r— 

Où 

dans le même sens des mf. et ■ r dans le 9eii3 des nf. Enfin , 

remettant pour A ti B leurs valeurs , les grandeurs des demi-axes 

j j «^ 11- • . a y C û' — c* ) 

de cette dernière ellipse sont respectivement — j > — ^ et 

; d'oii suit la constructioii suivs^ntc. 



VU. 

On <iotiStniira une ellipse auxiliaire concentrique à l'ellipse principale, 

Q y/ ( Cl* -^ c* ) 

et dont les dcttni-axes seront ■ T^ ^ , dans le sens des x , et 

c y ( a* — - c* ) 

— 7===, dans le sens des z. Û suffira de construire un 

quart de cette courbe. Puis , d'un point quelconque de cette ellipse 
on abaissera les deux coordonnées rectangulaires, et l'on construira 
une ellipse concentrique dont les dcmi-axcs , ilans le sens des a: et 

17 
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dans celui des z^ seront égaux à ces coordonnées respecthres* Celte;^ 
ellipse sera la projection d'une des lignes de courbure , et la suite 
de toutes les ellipses construites de cette manière sera la projection 
des deux suites des lignes de courbore de toute la sur&ce de 

l'ellipsoïde. Les demi-axes de l'ellipse auxiliaire ■ ■ A— — — — 1 et 

- r ^ '^ — Â étant plus grands que les demi - axes correspondans 
V(A* — c*) 

n et c de l'ellipse principale , cette dernière ellipse est entièrement 
comprise dans la première. De plus , l'ellipse principale est elle-même 
une de celles que donne la construction précédente ; car si » dans* 
l'écpiation de l'ellipse auxiliaire 

c» Bm^* + a* 6» Jn^* = a^ c*^ 

on donne à m' la valeur a du graïkl axe de l'ellipse principale » et 
en fanant usage de l'équation identique jéb* *4~ ^ = ^* > <>^ trouye 
pour l'ordonnée n^ la valeur c dvt petit axe. Done , si , aux extrémités 
des deux axes de FellipSc principale y on hiî mené des tangentes , ces. 
tangentes , qui seront d'ailleurs rectangulaires entre elles , se ren- 
contreront en un point de l'ellipse auxiliaire. Ce point de rencontre 
divise le quart de l'ellipse smxiliaire en deux parties , dont l'une sert 
a la construction des lignes de l'une des courbures, et dont l'autre 
sert à la construction des lignes de l'autre courbure. 

En effet , la partie du quart de l'ellipse auxiliaire qui avoisine son 
premier axe, produit des ellipses qui toutes ont leurs grands axes 
plus grands y et leurs petits iixes plus petits que les axes corres- 
pondans de l'ellipse principale. Ces ellipses qui se resserrent à mesure 
que leur grand axe s'alonge , et qui se confondent avec la L'gne des 
a;, Içrsque le grs^d axe est égal à celïii de l'elljipse auxiliaire , di-» 
visent Faire de l'ellipse principale en zones dirigées dans le sens du 
grand axe, et sont les proj^ections des ligues d'une des coucburesv 
Au contraire , la partiiç du quart de l'ellipse qui avoisine son second 
axe 9 produit des ellipses qui toutes ont leur^s aices dans le sens des 
a: plus petits ,. et ceux dans le sens des z plus grands que les axes 
correspondans de l'ellipse principale. £es ellipses , qui se ressejrrent 



à n^stire qnc Taxe dans le sens des z croit , et qo! f è confondent 
avec la ligne des s lorsque cet axe est ëgd à celui de l'ellipse 
auxiliaire , divisent l'aire de l'ellipse en zones dirigées dans le sens 
de la ligne des s. Chacune d'elles coupe donc toutes celles de la 
première espèce en quatre points qui sont compris en dedans de 
l'ellipse principale ; donc , aies sont les projections des lignes de l'autre 
courbure* ^ 

VI IL 

Dans la dernière projection» si, par les extrémités des axes de 
f ellipse auxiliaire , prises deux à deux ^ on mène quatre lignes droites , 
ce qui formera un parallélogramme équilatéral , toutes les ellipses » 
projections des lignes de courbure , seront inscrites dans ce paral- 
lélogramme dont chacune d'elles tolichera les quatre cdtés. 

En effet, si de l'équation de ces ellipses 

on chasse k quantité m^ au moyen de l'équation de Tellipse auxiliaire 

V t 

c» fim'* 4- a* b* Aïtl* = a^ c*^ 
réquation résultante ordonnée par rapport à r^ 

a* b* Anf^ + w'» [c* j5x* — a* b* Az* — a4 c»] + a4c*«» = o , 

Sera celle des ellipses , jprojections des lignes de courbure , et qui ne 
diffèrent entre elles que par la valeur particulière de la constante nf. 
Pour avoir l'enveloppe de toutes ces ellipses, c'est-à-dire, la ligne 
qui termine l'espace qu'elles occupent sur le plan de projection, il 
laut différentier cette équation en regardant n! comme seule variable , 
et éliminer n! au moyen de cette différentielle. Or , en differentiant 
on a 

j â» b* An!'^ + c" Bx* — a* ft» Az* — a4 c« = o ; 

r 

donc , en éliminant nf* , on aura pour équation de l'enveloppe de 
tontes les ellipses 

[c» Ba^^ — a» *• Aa^ — a^ c«]« — 4 a^ &• c* Az* ^ o. 
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Mais 1* pr^xBÎer ipei^bre de cette équation est la diflereoyce de deux 
cajréf ; Véfpxmvx ejHe^ménie $e décompose donc dans les deux iacteurs 

c*JBa:* — a^b*Jfz* — a4c* + a a^bcz ^{A) = o , 
c^Bjc^ — a*b*Az* — û4c» — a a)ftc2 ^(^ = o , 

qui , étant enx-mémes chacun la différence des deux autres carrés , 
se décomposent dans les quatre facteurs 

— cœ^{B) — ahz V^(^)-+- a*c = o , 

— cjc^çaj-^ ahz ^JA)-^ a»c = o , 
€x^{B) — abc^{A)-\^a^c = Oi 

ou remettant pour A ex B leurs valeurs 

ex V^ (a» — A») + €w ^(6* — c*) + ne ^ (av^^"c^ = o , 

— cac^(a* — 6») — az ^( b* — c* ) + ac^Ça* — c* ) =o, 

— co: ^(fl» — b*) + oz V^(^« — c») -H ce ^Y^r*"— ^0 = ^ > 
^(a» — A») — aj8 y^(A" — e») + ac^{a* — c») = o , 



ex 



qui sont les équations des quatre droites menées par les extrémités 
des a:(p^ de^'oUip^e awfiU^e^ prâses 4?^ ^ deux. 

IX. 

I4 plupait des 99!tr>^s ^urfii.çes ont des ombilics analogues à ceux 
que nous ^von$,retpaf<j^S:314r cell^ de feUipsoïde, et il est facile de 
trouver leurs positions avant même que d'avoir intégré Téquation^ 
des lignes de courbure ; c^]s le$i ombilics sont les points daps lesquels 
les lignes des deux espèces de courbure se changent l'une en l'autre » 
et pw pon^équep* pftttr jcbl^cun desquels les.d«)ix; ligttW de courbure 
se confondent. Ces points sont donc ceux pour Igsqu^eU les deux 

valeurs ^ r^ quq fpur^ réqiiat^o^généc^e4e$^|ignes dç courbure, 
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sont égales entre ellçs; et l'on aura une relation entre lenrs cooir« 
données, en égalant à zéro le radical par lequel ces deux valeurs 
diffèrent entre elles. Faisons-en l'application an cas de l'ellipsoïde; 
pour lequel l'équation générale différentielle des lignes de courbure 
est 



^^■fe+-^t** 



Ay^ — B] — jTj = o. 



Si , après avoir résolu cett^ é({«atl(ni du second degré algébrique , «on 
égale à zéro le nidical , on aura 



\\\ 



I t 



j. [af» -r Ay* ^ ;j9}î 4. 4 M* y* = , 



« I 
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dont le premier membre. est, U.sopttpp^e de* deux carres , et qui ne peut 
rien ^exprimer 4/3 fée][f^.^ mpjus qu'on n'é^le à i zéro la racine de 
chacu|i de ces cafxés; ce» qui doj^n^ en m^me tems les deux équations 
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mais la première de ces eôuation^ 'a 'éUe-mémè deux iacteurs qui* 
peuvent avoir lieu séparément'; donc, nous avons deux cas à' 
considérer; i®. le cas oii Ton auroit en même tems jr == o et 
a^ — Aj* — - j9 r= 0/ celui oir l'on auroit e!n même tems a: a o et 

iLe premier cas donne 



j-== o et x = V (B) = — ï-^ 



iUm 



t6*) 
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Ce sauf les cqoi^dcmnées qiiA nous VfQt^ trouvéepp^vr. 
des ombilics sur le ^plao des ^% y^ 



Le Second' tafs^ donne 
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W RW ^^ î^W/W^^ÇS dun point imaginaire. Ainsr , il n'existe pas' 
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SUT Ja surface cTaptres ombifics que cemx' qae ncm avons consi- 

deres. ' • ' 

I ! • • ' ' • ' î 

Nous aurons , occasion , dans la suite, de vo;r des sur&ce$ dont tous 
ies points sont de semblables ombilics. 

■ • - X.- 

.£'11 étoiti cpieati^n de yoûiei! wa. espace drcpuscrit |5n projection 
3iorisontale par une ellipse, on ne pourroit pas, donnera la voûte 
une surface plus convenable que celle de la moitié d'une iellipsoïde 
dont une Aes ellipses principaks cdïnoidcrôit avec l'ellipse de la nais- 
sance ; el en su{^osant quse cette voûte dût être exécutée en pierres 
de taille , îl* faiidroft que k divîsî'in* en yoMisbits fût opérée «u moycti 
des lignés de courbure dont ttous avonâ' donnée la éonstruétîon , «r 
que les joints fussent leS sur&ces développables normales à la Toûté. 
Les lignes de division en voussoirs trac^roient sur la surface des 
-compartimens rectangulaires susceptibles de décoration ; et ces corn- 
partimens eux-mêmes n^auroieiit rien dè^ fantastique , puisqu'ils ne 
^croient qu'une 3uite^ i|éçes3aire de Ja. première donnée, qui est une 
^lipse; mais la desjlination de jcet epipldcement pourroit influer sur 
le cboix de celui des ti;ois axes qu'il faudroit placer verticalement. 

Il n'y iiuroit aucime maison pour faire l'axe vertical égal à l'un 
des deux scx.cs borisontaux ; ainsi les trois axes seraient inégaux. 
Dans cette hypothèse , l'axe vertical pourroit être plus .grand que 
les deux autres^ £ t. alors ^la voûte seroit surmontée; il pourroit être 
plus petite et la yoûte sèroit surbaissée : enfin j il pourrroit être 
iTompris entre les deux at^rcs , et la voûte seroit moyenne. La voûte 
surmontée auroit en général plus de hardiesse et plus de dignité ; et 
si la naissance ' étoit ' eSe-méme à une grande hauteur, queUe que fût 
d'ailleurs la destination de remplacementv ce seroit ia voûte sur- 
montée qu'il Êiudroit employer , parce que sa ^aade élévation faisant 
paroitre ses dimensions verticales «plus petites qu'elles ne seroient 
réellement , écraseroit «trop une voûte d'une autre ^pèce. La voûte 
surbaissée , en diminuant le vohunè de Tair compris dans l'empla- 
cement, seroit plus favorable à la voix d'un orateur. Si l'emplacement 
devoit être éclairé par deux lustres suspendilS %, la roùtê , il feudroit' 
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qae cette voûte f&t ou surmontée ou surWfSsée parce qoe » dans ces 
deux cas , sa sorfoce aûêroit deux oinbilks pUoét symétriquement aun 
dessus du grand axe de l'^ipse horâsontale »> ei^ifue ces ombilics y 
téodus très*apparens par les compartimèns qui se< distnbuerpient 
autour d'eux , seroient les points natureb de suspension : alors , on 
pourroit disposer du rapport entre les trois ax^s ^ pour qioe ces points 
fiissem espacés d'une manière convenable* ... 

Au G0citraire» si l'emplacement devoit avoû? quatre grandes ouver- 
tures , ou si la vo&te devoit être portée pai: quatre ^ouppes de colonnes , 
ou enfi^ sî^ dans la décoration intérieure y on employoit quatre sup- 
ports distribués S3^métriq^ement , il £iudroit choisir la voûte moyenne 
pouf laquelle lesitqMAtre. ombilics sont toujoutv dans. la naissance, et 
pla^^ ks^massiâ ou Its supports auic quatre extrémités dçs axes y parce 
que c'est aux environs d^ces quatre ppii^ts, et lojsi des ombilics ^.quc les 
lignes de courbure , rendues apparentes par la décoration de la voûte y 
et qui d'ailleurs rencontrent toutes verticdementla^ssance« s'écartent 
plus lentement de. la hgèe ds pins g^apde pente 4e la surface. 
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Un S occupe aujourd'hui de la constructiou de salles pour les deux 
Conseils de la législature : les co^lacemens- dont on a pu disposer 
jusqu'à présent pour de semblables salles , ont forcé de donner à l'am- 
phithéâtre nwwjs de-pKjfondcuij f^ fa|pe;4ç rojrat«fr'q»e.sor les côtés; 
mais l'expérienee ayant prouré que la voix se porte à une plus grande 
distance en face , il paroH qpe «fest i^ne disposition toute contraire 
qu'on dcvroit adopter. De toutes les formes alongées qu'on pourroit 
donner à l'amphithéâtre , il n'y en a aucune do«i la loi spii plus siiqple 
e^ pl^8. ^a4»«upe que J'eilipse.: a famiroit dope que k saUie f(it eUip-. 
tique i et t^'pUfi iut çonvqste.par ime voûte en ellipsoïde surbaissée. 

Le ^service dqs ascfmibléef législatives exige un emplacement pour le 
bureau, en avant duqiMl est la tribune de l'orateur. En pl^içant le 
bureau à un des sommc^ de l'ellipse, on pourroit lui consacrer un 
espace suffisant pou» la commodité du service , et l'orateur se t^^uveroit 
naturellement placé, sous un des ombilics de la voûte r l'ampÛthéâirtï 
Ji'occuperoit que la partjie qui est en avant. Une ^«rie qui feroit le 
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tour (Biiâer éelasttlkr, it qoi mroir asste^âevéc pour être trësMli$iîiiote 
de rânqAithédÉèrj foitniâ^oit iks places m» piiUie. La salle , qui n'ànroft 
Bi tributte tti afamnla^ «spëM d^irvégnl^rité*, pbunroit étiie décerée^pak* 
des cokttines , à-ehÂctinê 'das^dles* coi^respoindroit vms iM>vareds*ki 
voûte, pUée s«uv>ttat la Mgii^ de côtubore ascendante. Toatuir ces 
neiTures , vtrûûtiei k tortr naissance > se couilieroient amoui'-de l'fm 
ou de Tautre ombilic, potîr MdeSCendM ensuite à-piomb* Mr les 
colonnes opposées, er elles séroient' croisées perpendicnlaireMent par 
d'autres nérvurea^ pltéés suivant les lignes de l'autnè eourbttf'e. Le^ 
intervalles de ces nervures- pôurroient être à jour, soit pour éclairer 
la salle , sôit pour donne): des issues i Tair , et fonneroient un vitrage 
moins fantastique que les roses de nos égllste gothiques. Eirfb , deux 
lustres suspendus aux ombilicis de là voûte, et à là ^iisptensioti desquels 
la voûte entière semblîeroit concourir , servii^oient à édair er la salle 
pendant la imit 

Nous n'entrerotis pas daHs de plus grands détails à cet égttfdj il noùsr 
suffit d'avoir indiqué aux artistes un objet siibt>le , et dont k décoration, 
quoique très-riche , pourroit n'avoir rien d'arbitraire , puisqu'elle con-^ 
sisteroit principalement à dévoiler à tous les yeux une ordonnance 
très-gracieuse , qui est dans la nature même de cet objet. 
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FIGURE I«. 

La figure l*^. représente les projections des lignes de courbure de là 
surface de l'elNp^pïde sur le plan qui pAsse par le grand axe ^B et par 
l'axe moyen CD. Lorsque la voûte est surbaissée , ce plan est celui de 
la naissance : c*est le cas que nous avons sup^oéé dans Tartlcle XI. 

GLO est le quart de l'ellipse auxiliaire ; OHi est une parti* de fhjr- 
perbole auxiliaire. 11 suffit, pour celte dernière couibe, de construire 
Tare qui correspond à la partie OB du grand axe. Cette ellipse' et cette 
hjperbole ont les mêmes axes , dont les moitiés sont KG , KO > et dont 
nous détaillerons la construction dans la figure 11^. 



lie^ «Uipses ^ .telles que MN M^W , sont les projections des lignes 
d'une des courbures : leurs sommets itf, iV, se construisent pour 
ichacune d'elles , en abaissant d'un point H , pris sur l'hyperbole 
auxiliaire , les coordonnées rectangulaires H M , HN. 11 peut arriver 
que de ces deux points ikf , N^ l'un soit déterminé par d'autres consi- 
dérations. Par exemple , en regardant ces lignes de courbure comme 
icelles qui divisent en voussoîrs la surface d'une voûte-, on peut désire^ 
que les bauteiirs des assises successives différent entre elles le moins 
possible. Dans ce cas , on pourroit diviser la demi-circonférence CDE 
de f ellipse verticale en parties sensiblement égales entre elles , et pro- 
jeter ces points de division sur Taxe CD , ce qui , pour chaque ligne 
de courbure correspondante , détermineroit le point M. Alors , pour 
trouver l'autre sommet iV de la même ellipse , il faudroit , par le point /ff; 
tf^tnev'MH parallèle à AB^ la prolonger jusqu'à la rencontre de l'hy- 
perbole auxiliaire , et du point H d'intersection abaisser sur jiB la 
perpendiculaire HN , qui détermineroit le point N. 

Les hyperboles ,- telles que SPRS'PB!, sont les projections des lignes 
deTautre courbure. 'Les extrémités JP, Ç, de leurs axes se construisent, 
pôor chacune' ff elles , en abaissant d'un mêine point L, pris sur 
l'eUipse auxiliaire , les coordonnées rectangulaires LP , LQ. Dans la 
figure n^. nous indiquerop6 comment oa construiroit ces points s'il 
CoJloit que Tbyperbole passât un point déterminé jR de la naissance. 

P et O^ sont les projections des ombilics/ 

. FIGURE ÏK 



L'c^jet de la figure H'. e$t de donner les détails de la construction 
des extrémités O ^ G ^ des axçs communs de l'ellipse et de l'hyperbole 
auxiliaires. Soient ^Di? la moitié de la grande ellipse horisontale qui 
passe par les naissances de la voûte surbaissée ; JF, F, ses foyers ; AVe^ 
le quart de Tellipse verticale dont le plan passe par AB*^ f, f , ses foyers, 
VJJE , l'ellipse qui p^sse par KD ; ety*un de ses foyers. Pour construire 
le point O , on portera iCf et KFsuv l'autre axe , de iTen f et F^ ; on 
mènera la droite f i5 , et par le point F^ on lui mènera la parallèle JF^O, 
qui , par son intersection avec l'axe AB , déterminera le point O. De 
même , on portera iÇjTsur l'autre axe , de Ken/' j on mènera la droite 

i8 
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/^P I et par le point F oh lui mènera une parallèle TtJj qm , par sa 
rencontre avec Taxe KD prolongé , déterminera lé point 6. 

Si , la Yoùte devant être décorée , les lignes de courbure ascendant» , 
ei qui sont projetées sur les hyperboles , dévoient être rendues appa- 
rentes , soit pour marquer des trumeaux qui correspondroient à des 
colonnes d'architecture grecque , soit pour tracer des nervures qui 
correspondroient à des piliers d'architecture gothique ; u faudrok que 
ces colonnes, dans un cas, et ces piliers dans l'autre , fussent ^^glement 
espacés , et que les hyperboles divisassent l'ellipse jàDB de la naissance 
en parties sensiblement égales ; et alors le point R de cette ellipse par 
lequel chaque hyperbole devroit passer , seroit déterminé antérieure- 
ment; Dans ce cas , pour trouver le sommet P de cette hyperbole , il 
faudroit » du point M , abaisser sur AB la perpendiculaire itT, mener 
la droite PT^ et par le point F' mener à cette dernière la parallèle FP^ 
qui couperoit l'axe jâB dans le point P. Quant à l'extrémité Q de l'autre 
axe , on la détermineroit en menant par le point L Tordonnée PL k 
l'ellipse auxiliaire , et en abaissam du point L l'autre coordonnée LQ^ 
qui I par sa rencontre avec f autre axe KG , détermineroit le point Q. 

FIGURE IIK 

La figure III^. représente les projections des lignes de courbure de 
la surface de Tellipsoide sur le plan qui passe par le plus grand jiB , 
et par le plus petit EE' des trois axes. Lorsque la voûte est surbaissée , 
comme nous l'avons supposé dans l'article XI , ce plan est vertical. 

XLG est le quart de l'ellipse auxiliaire. Nous donnerons , dans la 
figure iy«. , les détails de la construction de ses axes. 

Les ellipses » telles que MNM'N' , qui ont un axe plus grand que le 
grand axe JIB , sont les projections des lignes d'une des courbures ^ 
et les ellipses , telles que ÇPQ^P , qui ont un axe plus grand que le 
petit axe EE^ , sont les projections des lignes de l'autre courbure. Ces 
deux suites d'ellipses se construisent de la latme manière , et on trouve 
les extrémités des axes de chacune d'elles en abaissant d'un même point 
de l'ellipse auxiliaire , sur les deux axes , les perpendiculaires UP^ LQ^ 
pour celles d'une suite , et ÉM » EN y pour celles de l'autre. 



Oy OjOfOf sont les quatre ombilics qui , dans cette projection)! 
sont placés sur le contour apparent de la surface. 

Si , par les extrémités des axes de Tellipse auxiliaire , on mène lei 
qaatre droites XC 9 GX , X!G , G^X ^ qui seront parallèles deux à 
denx y chacune d'elles touchera toutes les projections de lignes ies 
deux courbures ; en sorte que toutes les ellipses qui forment ces projec- 
tions setont inscrites dans un losange. 

FIGURE IV* 

< ■ " . 

Jjà figure ly*. a pçur objet de donner les détails de la constructioi^ 
des extrémités Xj G , des axes de Tellipse auxiliaire de la figure 1II«. 
s'oient ^B le grand axe de Tellipsoïde f KD , U moitié de Taxe, moyeu ^ 
^É^ Ta moitié du petit axe; F, F y les fojers de la grande ell4>sej 
dont on a représenté le quart par jiSD ; f » f , les foyers de Tenipse 
moyenne AOE ; et /* un des foyers de la petite ellipse DVe. Pour 
construire le sonmiet X de l'ellipse auxiliaire KLG , on portera KF 
etK{ SUT l'antre Bxfii, àe^ éaF( et P ; on mènera F'JB , et par fe 
"pbintï' la parallèle f^^, q«i^, par sa rencontre avec V^x^AB pro- 
longé^ déterminera le point X De mène, poor l'eactr&aiîié G 4k 
Vautre axe » on portera K/svr AB y de Keaf ; on mènera la droite 
fM y A par 1^'pqîiitri' 1)1 p^allèle flSr , qui ,. j>ar Isa rcmxmiire atec 
l'axe KE prolongé , déterminera le point 6. 
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De la génération de la surface courbe dont touies les lignes d'une 
' ^fer toûrbtà^i^ Sôhi dàhs dés blans parallèles ^à un niait dnnnJ^ 
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Pottt^shnpKfltfr lés épératiobs , nons iopposerbus d'abord que lé plan 
donné soit perpendiculaire au plan deis 3Cyjr. Cette hypothèse n'altérera 
en aucune manière la figure de la surface courbe ; elle ne produira 
d'autre effet que de lui donner une position déterminée dans l'espace. 
Ensuite » etjk)f^sque nous aurons trouTé la ^éoéMkm. de kraifiice 
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considérée dans cette pôsitîoa particulière » nous passeront au' Cd^ 

général , pour lequel nous n'aarons plus à faire que des opérations ana^ 

logues , ei nou5 pQurrons exposer ces opérations d'une naanière jdus' 

rapide* '. ' , 

L 

"^ Soit^ == a:r l'équadon du plan mené parl'origynej et aucpicl doiyem 
être parallèles tous les plans qui contiennent les lignes de courbure ;; 
réquation générale de ces plans sera 

jr — <w: + «, 

dans laquelle a est une constante absolue dont la valeur est la même 
pour tous les plans , et a est une quantité constante pour chaque plan^ 
et variable d'un de ces plans à Tautre. Pour chaque ligne, de courbuxâ» 
«a particulier « sera donc constante , et en diiTérentiânt on aura 

Donc y en substituant cette valeur de Hr-, da^s^'éŒiaitioA <lc|l^pf^ÇK$^ 



^n dès lignes de cawbuiv . •; ^ J n u\: r ^> , 41 ul 

' • •' k • • « • r 

oiir aura 

t 

ou r ordonnait par rapport- aux différences secondes 

équation qui , exprimant la relation que.doivent a^ir entr^ elles les^ 
quantités ^9 q^r^s^ t ^. potlr <|ue les lijgnes de courbure soient dan» 
des plans parallèles au plan donné y est , aux difii&rence» partielk»^ 
secondes > celle de la swr&ce demandée. 
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etâre i ttoùs féchêï^cliei'OTis d'abord celïe lïe la carstctéristiqtie de ïâ 
gurface* Poar cd» ^ aptes avoir fiait, poar abréger 

ee qui rëduîl Féquation aux différences séctondes à la forme pïuf simpk 






nous la dîfftérentîerons en regardant rr^ , / , comme seules yariaBles j 
et en nommant R , iJ , T, les ço^ffiçiens respectifs des différentielles ÛM 
ces trois quantités , nous trouverons 

* I 

it réqoatioti' dé ht càiracfër&uqii^'s^a'^^' ^ ^ "^ " ' ^ '*" ' 

-^•^tJéd«'étie«ite'*)ls4Î'fe ^^-^ ^\' ' - V-^ » *-^ 

_ .(4r-r«^)CiMi^4-iViir>=o. 

Or cette éqipti^n a d^uf jeteurs j 4P«QM?Wf^.»ie 0(W&co«si4éroi» 
à deux caractéristiques indépendantes , et dont les projectîi^fi» vm}0 
'fimdMXyjr, ont pov éiu«tîoM ^parées #1 disiinci» 

courbure cnii doit étr^ ,daia ce nkn. ■ , , 

. , nou» opérerons ep«uU€jK>ur chacune decw^aracténsiîflaes etf 
paruculier , et aabord pour la première. . 

La seconde équation d% cette carî^ctéristique n'est autre cbose qutf • 



de la surface courbe gar kqudle elle ezbte iouié eniiëre. Donc si de 
cette dernière cquation on cba^^e r , x , ^ , au moyea dt% den équationi 

dp = rd^ -I- sdr/ jkf = sdjc -J- tdy; 

qui ne sont que les défi&itîoiift de. ces tr<hs ' quantités , et si l'on fait 

djT'^adxsizo^ 

ce qui a lieu pour la caractéristique ^ la seconde équation de cette 
courbe sera 

Aîdsi , eh reniettant pour M et .Y leurs valeurs , on aura fonr la 
carft^rérîfitiane les denx écnmtions aux 'dinérences Ordmaires 



t « 



■-- ^ <;^'-::<î^t=T) 
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Or ces équations sont )ODetes deux int^prale^; cela est évident pour Is 
première : quAfitTla'sëcôndè , si on ajoute a cbacim <les coeffidens de 
4p et 1*7 ce qu'a fiiut pour que la gpajitlît^ ,^ .^ jpv^frif ^ jr fi)»^ 
plètement , et si on remndM ensuite ce qu'on aura i^ooté, on aura 

« • » • • • • 

^fiqttauôtt dépttréé. Donc lèèf ^eux ëfj[iiàtibû5' intégrales de k câracte^ 
-tiqué sdni' . •« *1 • ^'' '' ^;'''' ;' . ' ■ ^ ''- • . > ^^ 
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V 



a ti mf étant les deux ^constantef arbitraires^ La suiÀcç est done teik 
que A la pidêmiëi(s IJè ' cë^^ 'équations a lieu » là seconde a au3Si Éev 
"^écéiÂ5airethéiît;'creit4<4irev<^^ ki « est cons^t'^«^ iés^Vùssi constant. 
Donc lesquantités « et«^sonteon^iâzltés ensexiâbié et variables enseîiw 
^dolic la pmnîèt-e eqdâtibn de lâ surâicç ^ux différences partielles du 
premier ordre est ••?.••». 
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Quant À YÉûtté fcÉfràctÀrisdqaé , si , an moyen de sa première équation 

■ • 

Mdy + îidoc hb a 
on 'Ckàssc 9ftiiNàe l'équation dé la surface 

(r-h £w) M— (is +1- at)N= o , 
et si de celle-ci on élimine r, s . ty par leurs équation3 - 



. j ■ 



on aura pour seconde, équation dp cette courbe 



'^ "4^ ^^ = O; 



^ «M 



Ainsi , en remettant pour M tt N leurs valeurs « et à cause de 
dz 3= pdx -H çil^ , on aura pour la seconde caractéristique les deux 
équations aux dtférencés ordinaires' 

* - ... : > 

dir-|-ad^ + (/^-4-à^)& rso i. . 

âp Jf^' adq se o 

Or » ^ ces ^eor équations la seconde est éfidemment intégrale; quant 
i la premi^ 9 elle le devient par l'addition de la quantité z (dp-^^adg) , 
^i est nulle en vertu de la seconde; donc les deux équàtîotis intégrsdçè; 
de cette courbe sent 

^+flr + C/' + ^y)« ?^ i»' 

Do4c , en raisonnant comme pQm' l'autre caractéristique , les deux 
quantités jd et jB' sont fonctions Tune de l'autre , ei la seconde équation 
aux différences du premier ordre de la sur&ce e$t 

^+ojr + {p + aq)z^>^{p-\-ap). . . . . . {h) 

La marche que nous venons de suivre pour parvenir de Féquation en 
différences secondes aux deux équations en différences premières , eet 
nne véritable intégration ; nons avons tflché d*en rendre le procédé 
dair par la géométrie. 



/ 
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Les deux intégrales çreiflièrçs; ,(9) ,, (f ) , spm » cl||KSn«4 ^% fi^fticiiUer ; 
d'une forme que l'on sait traiter; mais, parce qu'elles appartiennent 
toutes deux à la même suvfa^ ,' eAes se prêtent un secours mutuel 
pour leur intégration , coznnie no^ allons Yexpqstf 4'i|bc ZQwière 
géqérale.. 

Si Ton avoit entre les cinq quantités x^jr^z^p^q^ une troisième 
équation qur appartint encore k la ipêmç sur^ce^ et qui f&t obtenue 
par une autre considération , l'intégrale finie seroit le résultat de l'éU» 
mination de peiq enti^et jcès trois éqnatioiiA. ^Or-bn a ' 

qui résulte, de la définition des. qaantit4s p et g. ]LI QÇ s'ft^t ^onç ^^ 
de rini^grêr poW avoir pette troisième cçpatipn. . 
Si peiq étbient constantes , rintégrale de , , ^ , 

4^ns laquelle J( f croit . nii« «on^tantie «rbitnûpe ' a]^ae ; mais- /> et' f 
é^t toutes deux yariable^, il fmt, i*>. <]ue ^ açi^ u|ie fonction aH)iT 
(l^ire àe^ àenx . (juanlitcs p&.q\ qu'on a rega]>dc6$ cppune constantes 
dans Vintcgration ; b^. que cette fonction soit telle qiie 1q# différentielles 
de rintégrale , prises en regardant successivement ptlq comme seules 
variables , soient satisfaites : ainsi , en représentant par 9 la fonctipii 
arbitjratire é^e p ^ q j on aura les ^i; équations 

z^paB'^qjrt^w(pjq), .,.,.. (c) 



qui appartiennent en général à tomes les surfaces courbes. Pour qu'elles 
appariiennent seulement aux surfaces que nous cpi^i4érons , il faut que 
la fonetlon tt soit tf^e que les cinq équations (a) , (b) , (c) , {d) $ (c) , 
puissent avoiï" lieu en nién^e tems , ou qu'en élimipAQt (Cntre elles 
les trois coordonnées 00 , j, z, les deux équs^t^pns résultantes epi 
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/^ 9 ^ « ^ « ^9 ^^ Miept saUsiaues,;I>e ces démt oqattion^ rà^iaiMM 
on tirera les valeurs de tt', 9-^' en ^ et ^ , en les substituant dans 

4)n aura entre les trois variaUe^ f?V . 7 9 ^» ^^^ éqmiion aux cUfféreâcea 

«ordinaires» qui tienfira Il^n doAtdeite résultantes, etpir convoquent 

de deux quelconques des cinq équations (a)^ (i), .(c) , (if), (e). iCette 

«équation appartiendra toujours à une surface courbe , c'est-à-dire , 

pourra toujours être rendue. int^g^cal^Lpar un facteur ^lorsque (â) et^fc) 

appartiendjrom elles-mêmes à une mêiiie surface coîir)>e j ce <pii a lieu 

4ians le cas présent , puisque (a) et (6) sont les deuiç intégrales premières 

<iFune même équation aux difierences secondés. 

^ -•'■ .■•'•' •'' •' 

.L*intégrale de cette éqi^ation donnera en ^ et ^ la forme de la fpncr 

tion 9- , que Ton substituera dans trois quelconques . des équa^ion^ 
{a) , (ô) , (c) , {et) , (e) : par exemple , dans les trpis dernières \ et l'in- 
tégrale finie de Féquation aux différences partielles secondes sera le 
résultat de Télimination de deux indéterminées p et â^ entre cqs troU 
équations* , * ? 

jHous allons appliquer ce procéd^^aii cas présent 



• < » I > * 
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IV. 

Pour abréger , nous représenterons par les lettres simples « et /> I« 
quittés- qui sont sous les fonctions , ce qui donnera 

/(!-*- A»* 4- y»)""* 

^•- . —•« •- - — ' - -■ — — -^ I 1 \ V • k . .«^ ^ «"^ i I 

puis , éliminant x^jr,z^ entre 1^ cinq équations (a), (6) , (c), (d), (e)^ 

on aura les deux résultantes ^ n 

». . - , 

( /»p + I ) »' + (i87 + o) '^' =^ 18» — 4/8) 

< • 
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descelles on tirera Ici valeurs suivantes de V et ir" 

^ étant auJbsdtuées dans dw k V'^ijei 'x V ^<7 , et mettant pour ^p^ 
et i^ leurs mletirs en « , #y Ar j> £^y doUDfent^p^nr équations aux 
Iréncee ordinaires .>'-«:''>; ♦ - ' * 



î' •' I. i 



Le premier mêinbre de celte c^aiion est upç différentiel!^ exacte.;, 
dans Iç second , Iqs variables sont sqparc.es en sorte que si les fane* 
lîôns ^ et 4 éloîeht déterminées et données , l'intégration de ce membre- 
né dépendrôit que <lês quadratures. Mais dans le cas présent, oii les 
fonctions ^ et 4 ^^n^ ai^bitraires , le second meknbre doit être regardé 
comme composé des différentielles de deux autres fonctions arbitraireSy 
Tune de a 'et l'autre de /8. Représentant donc ces nouvelles fonctions par 
d'antres caractères • et "p ,. dont le dernier même expriipe ce que 
devient la fonction quand on a fait disparoltre lé dénominateur dr 
l'intégrale > cette intégrale sera 

îf = ♦« . y ( I + a» -h /»•) -h 4^/8 



A > 



remettant pour « et f^^ les quantités qu'eU^ représentent , et sub^titiunor 
ensuite par m sa valeur dans les trois équations (c) , (d) , (e) , la pre- 
mière deviendra 

A" 

\ 

enfin , représentant pari tf --t : ^ cette équation , l'intégrale finie sera le 
résultat de l'éliminalian des deux quantités p^q^ entre les équations 

* * * 
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Ij^ première de ces équations étant celle d'un plan , il s'ensuit qm 
rintégrale présente la surface dom nous nous occupons , /comi|ie TeiH 
veloppe de Jespace parcoura par un plan qui se xo^iM ea vertu do 
la yariation de deux des connûmes qui entrent daiM son éqpiatiw » 
c'est-à-dire ^ que l'intégrale déGnit la surface par la propriété de son 
plan tangent. Il seroit facile de déduire de là la génération de cette 
sur&ce; mais d'autres considérations vont i;u>u3 conduirei^ uitiiouveaih 
résultat intégral qui nous fournira une génération pluli simple. 



» , 



V. 
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Nous avons vu <jut les deux équations de la secoi^de caractémtî<X«ç 
sont 

Ifous sarôns <f ailleurs que les équations dé ïà normcdé à la surftce 
courbe sont en ac^^ y^ xf^ 
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Doue on a^rajoiv ^:% i)^>;^^.l!éqUl«Â9n dc^tl^ mrAeA qui mi le lien* de 
la suite des normales menées par les pciinls .de la nkème cftiacté*. 
ristique , en éliminant mitre ces quatre équations trois des cinq quan- 
tités ^xi^jTy. z^p^q. Miais si Fpn éliminé trois' de ces quantités , les 
deux autres disparoissent , et l'on a - ' ' 

jc' + iiy + js«/ = 4)s, 

dans laquelle /3 , qui est constante pour une même caractéristique , est 
aussi constante pour la mésuf jUFi^içe d(^ normales. Donc cette der- 
nière surface est plane ^ donc .là seconde earactéristique est l'autre 
ligne de courbure de la surface , ligne qui , comme la prçmièrç , est 
une courbe plane | mais qui n'est pas , comme elle \ dans un pla^i' 
constamment parallèle à lui«méme. ' ' 

Connoissant l'équation des «Uffaoes âéveIo'i))>ab1^%onnliles , rela- 
nce à 1^ «eçqn^ ,ç<?ttrbaf e , il s«ra fafsijie d'woir cdle .4« k jjttrfaca 



des centres de" la-prertîere courbure. En effet, cette siirface des deiitres,* 
étant touchée pnr tbutes Ics^surfaces développables normaliss de la^ 
seconde suire , peht être regardée' comme* leur enveloppe; et A>u écpuK 
ûon sera le résultat de 1 élimination de jd ^tre Téqiiatîoâ* 



dies surfaces développables normales , et 

qui est sa dififérentieHe, prise en regardant fi comitie seule variable.' 
Or Télimination dont il s'agit est praticable , quoique là fonction 4^ 
soit arbitraire ; car la seconde de ces'équatîons exprime que jd* est une' 
fonction arbitraire de z' : et en substituant cette valeur dans la' pre*^ 
mière, on aura un résultat composé d'une manière arbitraire des* 
deux quantités z' et a:' + aj^) Botte l'réprésènunt par ^ une nouvelle^ 
foniPtion arbitraire^ l'équation de^ li^ sii^rfiioe des contres de la première' 
courbure sera ' ' ^ s ^ . 

Bonc cette surface est oelle^d'un ^cylindro à ,base quelconque , et dons^ 
kl droite génératrice est constànlmeAtyeipeiicficîuairô au plan donnée 

On niepetaf pafs delâ'âiélfjiefWMsÂèi^ élimmeHlàfoilfac^V^; Vy/^if?^ 
«ntjpeks équations de ht normale "•■ ^- 






:M.r, .>f.H 



et les dëu3( équations 



y — aa;r= ^eiT 



». 



ap — g 



n 



• I 



• r r J , 

4e la ligne de ^renii^e courbure : eÂ sorte que l'équation, de la surface 
développable normale 

çfhe l'on 'trouvé '{iar i'élîmînatibtt '^eit .:t 6tf/ V^^'éÀ^^ efltii^^nt*' 



indépendante da point dé lai surface et du plan tangent en 6e point- 
Ma» si a:'j j^y z'i sont les coordonnées du centre de courbure' , ht 

{^ I 4" /^' ■+* 9* ) est f expression du rayont de cour- 
l>ttre <}ue nQuâ avons représente par R : on aura donc . 

pùafm qùé les coordonnées xf ^j^ soient déterminées à être celk dv 
centre de conrbnré. Or , cette condition aura lieu , si les coordonnées 
et le i^ajon E ne changent pas cfe grandeur quand «t variera , c'est-à- 
dire y ^and on passera dWe sur£aice dévéloppablé normale à* laf 
Suivante f, et alors le rayon R sera celui de la seconde courbure. Il 
âiut donc difierentier cette éqiiation en regardant « comme seule va^ 
riaBié ^ ee qoi donnera: - . 

et éliminant *, où aura entre x',^' et /i une relation indépendante dùf 
|Jôin!f (]^c* iW considère sur lâ surface éourbe. Quoique la fonctîotf 
♦ ^6it ârbitrkîrt, rélîmfiïiati(in de a est praiîcad>lfe j et en rej^téseûtàirf 
par ^ une nouvelle fonction arbitraire , ôtt aurtf 

dôB*e, lé itajéû'dé' la sétôAdé cotirbure est l'ordSonAéê, dàni? le $étt9 
des z y d'une autre surfece cjUndriqtie à base quelconque i et dont \à 
droite génératrice est en même tems parallèle et au pla9 donne et à? 
celui dés" Jb /y.* . ♦ 

Lé» lignes de. la* premieve côtarÀure étant dài^s des planâ parallèle^ 
entre eux , et la Surface des centres de celte. courbure étant cylindi^ique- 
et perpendiculaire à ces plans , il s'ensuit que le plan de chaque ligne- 
de là première courbure coupe la surface c)rHndri(]ué des cemrés dans' ^ 
tne éoùrbe dont cette figne de^ourbuil&'est une développante* Si doné . 
ji^on conçoit une nouvelle surface cylindrique parallèle à celle désr 
éentres , et dont la basé seroit une développante de ceUe de Ifi sm'faee^ 
des centres , son équatioù en xf^ y^ zf sera- 

* 
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F étant une fonction dérivée de 'i^^ et qnî ponrra être prise axbi- 
trairement , si désormais Ton ne considère plus la foncûon "F ; el 
chaque ligne de la première courbure aura tous se$ points à la même 
distance de cette nouvelle surface. De plus, cette distance constante 
pour chaque ligne de la première courbure , et variable d'une der 
ces lignes à une autre , est constante et variable en même tenus que le 
rayon R de la seconde courbure ; elle est donc fonction de ce rajon , 
ât son expression aéra 

la fonction f^ dérivée de • , pouvant elleonéme être prise arbitrai- 
rement » si l'on cesse de oowidérer #. 

* Actuellement , si Ton conçoit qu'une sphère variable de rayon , 
roulant sur la surface cylindrique dont l'équation est 

en touche successivement tons les points 9 et qpe dans chaque posâtioa 
son rayon soit égal à l'ordonnée j(' de la snr&co , cylindrique don^ 
l'équation est 

il est évident que la surfitce courbe parcourue par le centre sera la 
soriace demandée. Or , at ^j ^ m étant les coordoAEiéQS du centre» 
l'équation de la surface de la sphère mobile est 

donc , en représentant cette équation par Jlf = o , l'cquation de là sur- 
face demandée sera le résultat de rélimination des deux indéterminées 
a^t /' entre les trois suivantes 



M 

dx» ) 
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yésuhat qui pr&ente la géncration de la sur&ce iTune manière pliis^ 
£icile ({ue celai auquel nous avons été conduits par Imtcgrâiioir 
directCr 

D^aprcs Fariicle précédent , si Ton prend deux surÊiees cylindriques» 
à hases quelconques , et parallèles au plan des se ^ y ^ mais telles^ 
que la droite jgénératrice de la première soit perpendiculaire au plan 
donné y et que celle de la seconde soit parallèle au même plan ; puis ,, 
si par un point pris à volonté sur le plan des x ^ jr^ on mène une 
ordonnée ^ indéfinie j enfin , si sur cette ordonnée on prend un point 
dont la distance à la première surface cylindrique soit é^ale à l'or- 
donnée correspondante ;s de la seconde , ce point sera dan^ la surface 
demandée. 

suit de là que si , sur un cylindre à base quelconque ^ et dont 
la droite génératrice soit perpendiculaire au plan donné, on pousse 
une moulure d^un profil quelconque , mais constant , et qui ceigne 
Jt-^Unttffé pàràttàlement à sa hase y la wrfa^ de éètte moulure 
eera la surface générale demandée. 

' n est 4e même évident queei me-aiMpfece de révolutfton quelconque ; 
constanie de figure , et dont f axe eôH toujours perpendicidaire au 
pkn donné , se meut saia ebli^er Ae éktamte k ce plan , et de ma- 
«lière que $•& êane engendn une eurfiiçe cylindrique à base quelconque^ 
J'enveloppe ample de l'espace pai^ouru par cette surface mobile serat^ 
«ncore la svHàce générale demandée. Cette dernière génération, qui 
tte produit qu'une enveloppe simple j conduit à une intégrale qui peut 
être représentée par deux équations seul^nent , entre lesquelles on doit 
41imioer teie arbitraire r mais c'en est assez pour cet objetr 

VIL 

Kovis avons VQ que la ligne de la seconde courlmre de la sur&ci^ 

-est dans un plan dont Féquation est 

« . . . ' 

4aBs laqtieBe fi tst une constmte arbitraire qui reçoit difiérenies valeus» 
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pour les différentes lignes de cpurlbnre, <> , si ron eoppparç ^ pk» 
^u plan donojé » dont 1 cc|vatioii est 

on verra qnll Jui est toujours perpendiculaire , quelles <|a6 soicni 
et la valeur de jd et la forme de )a fonction 4 i <^^ ^^ somme d^ 
produits des coefficiens de jr>> des coeiEpicns de^, et de cpux de s, 
dans ces deux équations , est = p. Donc la surface a deux propriétés 
inséparables , et par chacune desquelles elle pouvoit être également 
définie : i^. d'avoir toutes les ligues d'une des cpurburcs dans des 
plaps parallèles à un plan donné ; 3». d'avoir toptçs, pelles de l'autre 
courbure daqs des plans perpei^diculaires au même plan. Les surfaces 
de révolution , qui sont un cas particulier de celle-ci ^ en fournissent 
un exemple sensible. 

VlIIr . 



,>.... . »» 



Pour tontes le$ surfaces que. no^^ avions coBsidérées juifa'à.piiév 
sent, et dont les équations intégi^ates cQnUqoîeni detu^ £oitcti<Mia 
arl^itTi^i^as , la quantité .40À , ,d£^ diaque ëqvaCîoÂ , se tronvmt sous 
les dfèvûf, fonctions , étoit la; mi&me , sott qu'allç fjiit déterminée «p 
^jjj s» sqU que ce iikt une indéterminée ^ dont la. valeur étoit 
ipdifférente , iet*qui devoit disparoUre par l'éliminatioa*. C'étoit i 
ce^te circonstance que tenoit la iaçililé que zions avons eue .de les 
construira et de déterminer les formes des fonctions pour qne la 
surface in4ividuelle passl^t par deux courbes données , ou enveloppât 
4eux surfaces dopnées. pouf la surface dont nous nous occupons 
ici , les quantités qui sor^i soifS les fonctions $p|it difTéreiites ; sous 
l'nne , c'est a:?' + ay ; sous l'autre , c'est ^' + 00:'. Cette circons- 
tance fait que la surfacje n^t déterminée , par la connoissance des 
depx courbes qu'elle renferme , que quand ce sont certaines courbes 
p^cuIièreS; Par exemple , la surface actuelle est ditemiinée , si l'on 
connolt le profil de la moulure et la conrbure que parcourt un des 
points de ce profil , parce que ces deux courbes sont les deux lignes 
de courbure d'un même point de la surface , et dans ce cas la cons^ 
(ruption est trës-façile. Mais si l'on donnpit deux courbes 



par lesquelles la sarface dÀt passer , cette surface ne seroit pas 
déterminée , et la détermination des fonctions dépendroit du calcul 
général des équations aux difierenèes finies , qui inlroduiroit de 
nouvelles arbitraires et dont nous ne noAs occupons pas encope. 

IX. 

Pour le cas général dans lequel le plan donné auroit une position 
quelconque y les raisonnemens seront absolument les mêmes : nous 
nous contenterons d'en indiquer ici les résultats d'une manière rapide. 
Soit 

l'équation donnée du plan mené par Forigine, et auquel doit être 
parallèle celui dans lequel se «trouve la ligne de courbure ; l'équation 
de ce dernier plan sera 

jix + ^ + C« = « , 

dans laquelle • sera constante pour chaque ligne de courbure; et en 
différentiant l'on aura 

« 

(J -^^ Cpi) dx + (B + Cç^ ify = oi 

substituant la valeur de -*j^ que donne cette équation dans Féquation 
(JE) des b'gnes de courbure , et faisant pour abréger 

Féquation aux différences partielles secondes de la surface sera 
Kfi+C9)r— (^+Cp)^]i»f+[(5+Cy>-(^+Cp)r]A'=o. 

X. 

Si l'on différentie cette équation en regardant r^s^ t comme seules 

20 



tarialilés , ott anrft 

et substituant ces valeurs dans Téquation générale des caractéristiques: 
pour le second ordre, ou aura ^ 

qui , ajant deux facteurs , indique que la surfiice a deux caractéristiques, 
dépendantes , et dont tes équations séparées sont 

Mây — Ndac:±t v: 

Employant la première caractéristique ^ dont Féquation peut être nm%: 
sous cette autre forme 



Jttjc^Èây^ ICf&z s± t) , 






on voit d'abord que cette courbe n'est autre chose que la ligne de 
courbure elle-ihéme , qùi« Â(5k êli'e ^étm litt {>ltn parallèle au plan 

donné; chassant ensuite . ' ' ■* de l'équation aux différences^ 

secondes,- et remettant pour r, s y t leilrs valeurs, on trouve pouc 
seconde équation de cette première caractéristique 

Mdp + Ncl^ =: o , 
ou en remettant pour ^ et 2V leurs valeurs ^ et Véduisant 

qui , en ajoutant et retranchant te qu'il faut pour que la Ipiantité 
ï H" P* + y' entre complète dans chacun des coeflSciens y devient 
l'équation séparée 
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âonc , les deux équations aux différences ordinaires de Id preioîçcf 
caractéristique sont intégrabl^js » et leurs intégrales sont 

Ax + By\- Cs — «', 
Ap+Bq—C 

^dans lesquelles les fieox arbitraires # et 9' , introduites par l'ittt^ira- 
lion, sont toutes deux constantes pour la même caractéristique , et 
varient d'une caractéristique à une autre : donc , pour toute l'étendue 
de la surface , ces deux quantités sont constantes ensemble , et par 
conséquent fonctions Tune de l'autre. On aura donc pour première 
-équation aux différepQss p^irùe^es du premier ordre 

Qnjépwt d'vne iQ4|^ci^ {ifidogue pour la seconde, caractéristique , do^t 

N 

^^l-àr4îre y ^heis^m 4e l'équation w> différences s«co9des ^ y et 

remettant pour r ^ 5, t leurs valeurs , on trouve pour seconde équation 
aux différences ordinaires de la même caractéristique 

qui est séparée, et dont l'intégrale est 

j2 étant une quantité constante pour la même caractéristique , et dont 
la différentidle est par conséquent nulle , tant que le point de la 

B'^Cà 

surface ne sort pas de cette courbe j substituant ensuite pour j . ^ ■ 

cette valeur d^as l'autre équation 



> I 



.» ' i 
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a cause de 

dz :=i pdx ^ çdjr , 

on trouve 

fiâx-^dj-^^l^p — (f)dz = o , 

dans laquelle i9 est une constante , et qui , par, Faddition de la quantité 
•3 ^ f^dp — dq ) , qui est nulle , devient 

^da: — djr^d[z(lèp^g)]=zo/ 

qui est une différentielle exacte y et dont l'intégrale est 

/3a: — ^ + z (jBp — ^) = ^', 

OU ' 

/B (a: + p«) — (7 H- ^2) = ^, 

on enfin , remettant pour fi sa valeur 

i 

m 

(B + Cp)(:c^pz) — (.i-\-Cp)(jr-^^z) = (ui + Cç)fif. 

Les quantités /3 et jS^ étant constantes pour la même caractéristique , 
sont fonctions Tune de Tartre : donc, la seconde équation aux diffé- 
rences partielles du premier ordre sera 

'■'•'•' ;/ ..XI. . . • ,,,,.,. 

Pour obtenir 'l'intégrale, en! quantités - finies ,' -nous ferons , pour 
abréger 

Jp-\-Bq—C ^ . „ ^ 

J,\_\_ , = *> Jp + Bq^C=yi 

B-^Cd 

« 

et les deux intégrales premières deviendront 

Ax -^ By '\- Cz = ^* . ........ (a) 

(B + Cq)(x+pz)^(A+C)(j^qz) = (A.'^CpHfi . . . (b) 

t 

Substituant dans ces deux équations , pour oc^j^Zy leurs valeurs prises 
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dans (c) , (d) , (é) , (parag. 1 7 ) , on aura les deux résultantes 

desquelles on tirera les valeur^ suivantes de w' et »" 

[ y* __ (^.-t- B* 4- C*) h']'^' = lJy — {A- + 5» H- C«)p] ^ 

— (p> — ^A» ) <P* + (^ 4- Cp> (5 + C^) 4i8 

— \qy — Bh)<p» .— (-î/ H- C'p)» 4^ 

qui ^ 3ubstiiRiâes ^os d^ = ^<f/> + v" dq , donneront 

ly* __ (^» +5« 4- C* ) A»l Jn ■— n . [^rfy — (^« + B* -4-CO AJA] 

équation aux différences ordinaires qui, divisée par 

[^* _ (^» J^B^-^C*) A»]% devient 

' . »/[y*— ;(^*+^*+ C*+ A-)] [-•— (^•+ J5-+ O)]* [Oii+fi'h-iB^jéfi)*]^ ' 

dans laquelle les variables sont séparées. Si donc les fonctions w et 4 
étoient déterminées et connues, l'intégrale de cette équation dépeir- 
droît dés quadratures. Mais si, comme dans le cas présent, les 
fonctions sont arbitraires , eUes absorbent les facteur» qui les affectent > 
et les deux termes du second membre doivent être regardés comme 
les différences exactes de deux fonctions arbitraires , Tune de «, lautre 
de p. Représentant donc ces nouvelles fonctions par les caractères o y *-, 
ou , pour mieux dire , ce qu'elles deviennent lune et l'autre lorsqu'on 
fait évanouir le dénominateur du premier membre de l'intégrale , on 
aura 

.Remettant pour * , 18 , A , les valeurs qu'elles représentent , et substituant 
ensuite pour « celte valeur dans (ic) , (d) , (e) , le première deviendra 
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et représeniâni celte ccpiaiiOu pur ^^o, rîmégrale fiqie sera U 
résultat de 1 élimination des deux indéterminées pjÇ^ entre les trois 
suivantes 

M =0 

XIL 

Si Ton Youloit trouver ena:^,y sf ^ f équation de la siir&ce qmi «A 
le lieu des normales menées par tous les points de la seconde carac- 
téristique, il ftndroit éliminçr trois des cinq quantités x ,^ , ^fP, 7» 
entre les quatre équations 

r— y + («— ^)y = ^ 

dont ies deux premièMS sont celles de la normale ^ et les deux autres 
celles de la caractéri^stique. Or il. arrive que par cette élimination le» 
cinq quantîiéi di^aroiswnt ; on a 4onc pour équation de la surfacd 
des normales 



px/-/+^(^£::^) = 
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-qui , parce que fi est constante pour la même <:aractéristique , est celle 
d'un plan. Donc la seconde caractéristique est eUennéme la ligue de 
la seconde courbure y ligne qm est plane , comme la prenûère , mais 
dont le plan eit constamment perpendiculaire au plan doimé. 

Ayant l'équation de la surface dévdoppatde normale , dans laquelle fi 
est un arbitraire qui particularise la sur&ce individueUe , on aura 
facilement celle de la sucÊice dies centres de l'autre courbure ; car cetffe 
8fu£ice des centres es( Jl'epveloppe de la surface normale considéréa 



comme mobile. On aura donc son équatron on éliminant B de l'équa- 
tion de la surface normale , au moyen de sa différentielle prise en 
regardant fi comme seule variable , c'est-à-^re , en éliminant fi entre 
lés deux équations suivantes 



|8a:^-y^ + g^^ ^'^^^ )=4> 



x' — -^ z' =4)8 
au , ce qui revient au même , entre les deux suivantes 

C/ — i?z' = C [iï4'/3 — 4)8 J 

Or telte élimittation est jiraticable , quoique la fonction 4 soit arbi- 
traire ; car il résulte de ces deux équations que leur» premiers membres 
sont fonctions arbitraires l!nm de l'autre : donc 4 représentant une 
nouvelle fonction arbitraire > Téquàtion de la surface des centres de 
'la première cowbwre sera 

qui est celle d'ime surface cylindrique à base qMelconque, et dont la 
; droite génératrice est constamment perpendiculaire au plan donné. 

Si l'on votdoîl trouver de même l'équatioa de la sur&ce dévelop- 
pable normale conrespondanie à la première ligne de courbure , on 
IM poitiRreit pas éUminer en même tems les cinq quantités ae ^y^ z^pj^j 
des quatre équations suivantes, qui sont celles 4e la normale- et celles 
delà prdQmière ligne de courbure 

a: — • ce' -}- ( s — • z^^p = o* 
J —f +(«—«') ^ = o 

Ax'^Bj-^^ Cz = <^a 

Ap +Bq— C 

^— ^^*^— ^'^T'^— *»^»*— *»— — SSS «af 

3 fàudroit y joindre encore la twvante 

0»— »0/(»+p»+9O = «, 
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qui donne l'expression du rayon de courbure , ei alors on auroit 

dans laquelle a est constante pour la même surface normale , et qui , 
pour un point quelconque de celte surface , exprime le rapport entre 
les trois coordonnées a/ , ^, z' , et la distance R de ce point à celui 
de la surface courbe. Mais si l'on différentie cette équation en regar- 
dant et comme seule yariable , ce qui donne 

on ne considère plus sur la surface normale que son intersection 
avec la surface normale consécutive , intersection qui se trouve 
entièrement sur la surface des centres dç la seconde courbure- Donc 
si fou élimine « , ce qui donne 

dans laquelle o indique une nouvelle fonction arbitraire , on mra 
l'expression du rayon de la seconde courbure en coordonnées du 
centre de cette courbure , et ce rayon sera constant lorsque la distance 
du centre au plan donné sera constante. 

Raisonnant ici comme dans le premier cas , on verra que û , après 
avoir conçu une surface cylindrique parallèle à celle des centres de 
la première courbure , et qui auroit pour base la développante de 
la base de cette dernière , on suppose qu'une sphère variable de rayon 
roule sur cette surface de manière à en toucher successivttnent tous 
les points , et que le rayon de la sphère soit constant lorsque la 
dislance du point de contact au plan donné est constante; le centre 
de la sphère mobile parcourra la surface demandée. Ainsi la sur&ce 
du cas général ne diUcre de celle du cas particulier que par sa 
position. 

Cette dernière génération peut facilement s'écrire en analyse. En 
effet l'équation de la surface cylindrique développante de celle det 
centres de la première courbure est 



étLtkS laquelle la fonctioS:^,; d criyé^ ^h. fiMMtien ^ , peut elle-même 
être regardée ccMOime arbitraire , si Ton cesse de considérer ^v : en 
représentant par x , ^ , s , les 'cèord^néeS^ du centre , l'équation de^ 
la surface de la sphère mobile est , 

4ai^slsi<î(uelle le ' rayiM ' est ùne/['ioric^Qn arbitraire y de l'a distancée 
du point J^e coîniac^ ail plkû (donné"/ t)onc si Ton repriésente ces d^iuè 
^quadons., là première par M=o'l et'la secon((e par îy= o ,.Fequa- 
tîoA intégrale de là surface générale est lé résulut de rélimination dei 

cinq quantités xf^ y, «', T -^ j , T ^^ J i eMre 1m air éqMnon» 



MiTautes 



M =a N =o 

\ ax' J \ dxf J 

Ces six équations peuY0Dttouîour9 être; réduites. à trois; car ^^. lef 

jr^i j > V ' AT J-BP ^ trQugf A t u i j iM swis les fonction^ 

arbitraires , leur élimination actuelle peut toujours s'opérer ; ce qui 
réduit à quatre le nombre des équations ; tl^. si Ton égale à de nou- 
velles ipdéterminées u ^ e ». les dei)^ quantités qui soni sous : les fonc^ 
tiops; arbitraires 9 on aura spi équations «^eutife lesquelles on . pourra 
éliminer actuellement les trpi$ qfiamjjtép ^ ,7}|,^ , qui .ne se ^ittUierOB^ 
plus sous les fonctions arbitraires ; et cette élimination réduira à trois 
le nombre des équations ». «urp leisqu^l^^S iffa^idra éliminer les deux 
indéterminées ii et i^; ce qui ne- pqurfa'ayop* lifu que quand ou aura 
déterminé les formes des fonctions arbinpûres. 
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De la surface dont un des rayons de courbure est constante 

Notts avons vu 'quune ^rface 'courbe avoit ponr chacun de ses 
ppin^ deux rayons de..<fOurbn^^.,Çjcs^_ de,^,r^y9;^,,.4po^,l^^^^^ 

poiut , ont entré eux une relation di^erenie « suivant la i^éiieratioa 

\ >-; ' ;•) 1 '•)''ij';'.'i «•...TT-. '-'l'-'F .î»a..'. ) lirTij V;i l'-jrrTh •♦ %?• Tiiic-i iT» 

de la surface. .JXôus nous proposons da trouver les équations .tant 

••'"''■'■W/^/* ■ ^ ^ ' *\ '--W" *^' /'* '^' - , À'i ''' 'î*' i' '* •/''**•'''• 
aux' différences,. partielles quen quantités finies , de la surface pour 

laquelle un de ces rajrons^c^t constant et = a , et ensuite de décrire 

la:.géaérâtijOtt dé «iéo sp^f^ee^ 1 - { -y ) c^- c^*\ t '^' -' •••• 'i» T^'''* 

L^expression des rayons d^ courbure étant doçipce, par FéqualiOBt 
du second degré ♦. :. t' - >-- i o / 

si le rayon d'une des courbures doit être conshint et == a , on aura 
l'équation aux différences partielles secondes de la surface j en faisant 
JR't^^i dànsféq'ilalion précédenle j ce qui donne ' ' 

• r < f I ' * ' 

• ^ " * • • # • . 

; { ^ ; ' r • • •■ i ■ • ■ Y T * ' * . ' 1 " » • 
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L'équation quenoûs vèhbti^dé trbuver est coniprise dans ' ddle' que 
BOUS atrdns traitée dàtns !és paraç. i5 et r4 : car si , scprhs Favoir divisée 
peiï ( I '^p\ + '^y ; t)n^ feît pottr abr^er ' ' 
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elle iè^'hyà^à «hrie'"^-'' ' «^"'•'' « '^ « > «t • ' ' ■• 
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V \' . n r 1 V ». yaKK ydS\ /dS\ v_ _ 

variables principales , on a ( t- 1 = \^^ J et ^^^ - U^pjj 

ainsi les quantités fl '5 . T , sont I^ coefflciens Seé differcincës par- 
tielles secondes dune même ionction de ;?'et ^ : ce qui est la éondmon 
des paras.- 1 5 et i4^Nou9 représenterons cette fonction de ;> et ^ par 
D<Jffi;iaBa*firoeTlemto*ée:«tJ!fiM«iÉ^^edleJt'«»^ par- 
' Xnr aÀtîê ' sumce c6nstantle 'ide'"fi&îfê '.' « oui , sans 






it.*- 



nS' avons 



substituant fOurR ^SjT, les quantités quelles représentent , on aura 

^ a { 1 -\- g-) dp -^^ apqdq 

ce qui donne en întéç^an* ^ n ^ . 

tfohS'A¥O&Stide'4A(èm0 • .^,^^ ^ ,i ! •..»' ''/vil!.-. 

ou , en sujbsiitaaiit pour r' ^ V lécnft ^eurs 
dont Ji'intégnderieflt - 






■• <:...-..;, .1., . .Tnrf.rr^y.C' +P,-^r>, ,,.; 



Donc , mettanc pour r ^ r' , r'' , l«ws yalei]rs\dau^ Iqs /bramles 6ef 
parag. i3 et 14 



-hpH-^O 



l'i f*'*i^ 



d'où olimînaat « f le» é({afttioii» atà dïtférences ^paritelle!^ di» preautr 
ordre seront deut qnelconcpes des trois suÎTantes . 



^^ ' P . . a "If 

jAtot ame est k saxte nétetsaife (hs deiix antres^ 



1^ 
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9f ^ an Eeu ^âjuaaSu^vorrO^^ ^» ^^ aftra* pour ^qnutîm» 

de ren¥el(^pée^ 



à». 



(^— <f *> + (7 — ^•)* + (^— -^^ = 

Bbnc la; Mr%e demanl^^e est rcnvdbj^pèr îÈr I%ratê^îrcOiiw par 
une sphère- dont le rayon constant est = av et dont le centre se meutf 
le long d'une courbe à double courbure' arbitraire' 'da&t' tes de<A^' 
projections ,, les écpiations du «f Up ço^bfi étant représentées paît' 



\ «:•• i.M 



Dbnc enfin Pequatibn'dë fs^^tsuf^^e^ qjaantités finies est lis râultktf 
de l'élimination de • entrer Bcqnirtt««^fth^l^^ la suitantli? 

(ox'— <ti*) <fV+ (7 — 4* ) 4^+ * — lits=)tK'f- . Jii i l : i 
4fpi> est sa cBiférentielle ,7 piîsb en rendant a> coimn^ sèulé variables 
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IV. 



La ^«miére équatioil j qjoa est une de celles de la <rûtact^rbtlqué 
de la fl^urface , appartient aussi & tm plan normal à la courbe k double 
cerarbufe arbitraire ^ et qui passe par le centre de la sphère : ainsi la 
earadérîstique est rintersectîoii de ce plan par la sûr&ce même de 
la aphèn- f wt ayant la même yaleur pour Yuax et pour l'autre. Donc la 
surface demandée peut aussi être regardée comme engendrée par le 
motnrement de la circonférence d'tm et rde constant de rayon j et <jui 
se meut de manière que son plan soit constamment normal à la 
courbe arbitraire que parcourt le ceartre. 

Én&i y si Ton ecmçoit qu'un cerde d'tm rafon ss a^ étant tracé 
Sttr mi plan / ce pkin ae m^ute en tf'envetoypant «ur une surface 
dévélô|)pa]ilé aibitrairey ou i ee qui retient au même en rotilant 
iNitom* de deilx siljrfikces courbes arbisraures ^ la circonférence du cerde 
éngefidrera encore la stit^e demandée j car nous a?^is yu que ^ dan^ 
tmk et Katxtre cas ^ )è platt mobile esc toufours nofs^al Mat courbe» 
l^ffcaiirues par chacuiir 4e ses poîoiSr 



V. 



Il Suit de ée tfaî pfrécricfe^y )fdé kl Fott mréit tMe é^ttetiou aux dif- 
lërencespartieUes du premier ordre cottPposée d'tme manière quelconque 
des^ trois quantitéa 



* + 



^ 



/(l r^p^-^q*) 






1^(«+/»H-^')' * /0-t-/'H-^*) 



de manière cftt'ea repr^seniattr ces ^aàtitéE respeeÛTement par L y 
H f N f OB eàl 

îlnt^grale ie cette Ration sero|t le résultat de féHmitfatioA dî'untf 
4e5 deux IbttGiiûns arbitraires 4 ou -^ ^ et de l'indéterminée « entre 



(i66) 

les trois équations 



(z — <p}<p^ + 0' — 4«)4'*4- '^ — «' =0, 

, F(<pet , 4a, a) = Q , 

* * I 

qi/i , parce que l'clîrriiiiation actuelle duiie des dèukfoncItOQSiefetfOi]- 

■ 

jours praticable , peuvent toujours être réduites à deiix anlres ,• eiittrc 

IcscjiioUcs îl faudra éliminera. • . r - i . •/ 

VI. 

I 

Si Fon n'eAt pas reconnu que TéquatioaiMix difi&cQnQes sejConde^ ^oit 
contenue dans celle que nou& ayons trailée parfig. i3.et i4 , ou,auf/^t 
pu l'intégrer par la'recberêhe die ,sa iraractérîstique.. En et^tp âi.on jU 
diti'érentie en regardant r, s^ t comme seules varial^s , .et &î Tc^ 
représente les coeiBciens de dr^ ds ♦dit, respectivemienl. par R!^ S^T'.^ 
que nous accentuons poifr les distingtier. d|BS n^mes Je^trqsiqyi. çqt 
d'autres significations dans les. aciictes.précéden^^t cm ^ aura . ., 

âJ' = — a a^s — 2 apq y (i +/>* + y*) , 

valeurs qu'il faudra substituer d^ns 1 équation jg[énérale de la caracté. 
ristique 

^/rf^. _ Sfdçç4r + r^^' = o. 

Or y cette équation sera Alors tiu carré parfait , ^car Ofi jft v 



4«'/r'>r^-iSf'5p,a 



.^: 'r v r . * 



ce qui se vérifie au moyen de la proposée. Donc , les deux carac- 
téristiques de la surface- se confondent eu une seule. La racine de 
^ette équation sera donc indifféremment l'une des deux équations 

... 3 B!d^ — S^dx =? o , • 

a Tax — S'dj = o , 



qi^v P^ fe si)l76tiyuiiioo fies valeurs de /^^ «y, 2r, et en chassant r, j« < 
detiçiKieQt ., ., • .j ,.. .,.;'... 

■ 



et qui sont telles que si l'fine a Hé tt. pour certains points de la surface , 
l'autre a aussi lieu pour les mém^s points. Donc , elles équivalent aux 
équations des deux projections de ïa caractéristique. Tirant de ces 
deux '^uàtions el à^ àz=zp€bc^qd)r les valeurs dé doc ^ dj-, dz y oa 
trouvek-a • 

ify-t- i = o, 



(i+^ + ^«) 



« ' 



qui équivaudront aux équations des trois projections de la caracte-^ 
ristique. Or , ces équations sont toutes iutégrables , et elles ont 
pour^ intéfisrales 



« • 



» ' «1 •«», 



_ , ap .. , ay ■ a 

diBDS 'lesquelles les arbitraires > , )d , « sont toutes trois constantes pour 
la même caractéristique , et changent toutes trois de valeur pour des^ 
Ciinciéffisliqmiw d^é r emcs : donc , deux quelcouques dlentre elles sont 
fsMD^tiom de Ifk rtpoisième ; et Ton aura 

i. • 
0^ qiti donne 1& mdme résultat que pav Fantre méthode* 

VIL 

' ' ' • 

Ce dernier procédé nous founut le moyeu de recomioUre^ que la 



taractéristiqae est une des Kgnes de conrburt de lu mrfoce* En flflhl i; 
si , après avoir mis les é^u^^OIls ipi doimem les valeurs de fV, S^j T^i 
9ops h forme suivante 

on multiplie, ht première paR dy. ( nrfcc + *^ ) t h seoopdv p»r 
tdj* — rdx* , cl la troisième par — dr (^sdx + fdj ) ; et en rephU 
sentant par ZTs o Téquationv générale. (^) dos, lignes 4e courbure t 
on trouve T 

(2Hfdj^S^dx)dp^(2 T^dac ^ »d^) dfij=^ a oèT y^(7T^HF7? 

Or , nous avons vu que pour la caractéristique on a 

« 

donc y on aura an^ 

J5r=o, 

Ainsi , la caractéristique de la sur&ce.est la ligne de courbure pour 
laquelle le r^on de courbure est copstant. U est fiicile d'après cela 
de reconnoltrq qpç^es lignes de T-autre cç^irbure sont celtçs- qui\f ont 
parconfues par les points de la circonférence du cerclé générateur , 
et qui ont ^iQutesilei marnes plans normaux que.ceUÂqui estpaveeiinMi 
ipàvM centfe» 

Dans cette snrfiice , les lignes des deux courbures sont dote êS)h^ 
tinetes et ont des équations séparées , puisque Pune d'elles est 
toujours un cercle d'un rayon copstant^et =-^a. Il en est de même 
pour les surfaces des centres des deux courbures ; et il est évident 
q*ie Tune de ces sweiâces se réduit à la* courbe-^méme^areeurue par 
là centre-^Pour la sur&ce cylindrique à base circulaire , qui est un 
cas particulier de celle dont nous venons de nous occuper , une des 
deux surfaces des centres de courbure se réduit à une ligne droite ^ 
qui est Vwà du cylindre* 



C««9) 

vnl 



Lès déni fonctions arbitraires que renferment les équations intégrales 

' • (X :^i«> •• 'H- O- 4'i> " ^+-C« -^l'-y =^>" ., • ' .' . C^)' 

• • • * ' ' ' , . * . * '* 

étant côxntioëéesdélaf m'étne quantité c, il est' facile^ par la méthpde 
géaéi^e' que^ nous 'Wons éipdsée eii i^ des surfaces dévelop- 
piil]ïés , ^ de déterminer les formes de ces i/bnctions de ^ manière que 
la silice passe par deûji^ courbés à double 'courbuk*e données arbi- 
frarremêht. "Mais;' dans ce ^as particulier, cette métbode présente une 

• * # 

e manière, que 




qm 

même génération , et dont l'une seroU Tenveloppc de la même sphère , 
A lé centre parçduroir la 'première* courbe donnée , et dont l'autre 
jieroit l'enveloppe de la sph^, si le^cjentre parcou;*Qit l'aupre courbe. 
Ainsi, en supposant qUè les equatioiis ddnnées dés deux courbes soient 
x=:Fz ct^c=ii%pourlâ premîéi«,'3c==sfeet^===^ pôûr'la seconde, 
la détermination des fonctions |^r|>ilra}]nqs ^/Ct 4 P$^^ ^^^ préserva 
par le formulaire suirant. 

A la place de^fortnes ay1^traiççs..de6 ibuttions f et'|^'dans les équa- 
tions (J), (K)^ on su^timera les fdrmeV connues F, F relatives à 
la première courba, et on éliminera^, ce qui donnera une pr^mièrQ 
équation résultante en x^j^^ z. 

De même , à la place des fonctions ^ et 4 ^^^ substituera les 
fonctions connues f «/ rêlsikives à la seconde courbe • ^t on éliminera 
«> ce qui donnera un^ séeonde équation résultante en a: , ^ , js. 

Des deux résultats , on .tirera les valeurs de a? et r en «• çt -çed 

formes des deux Sonot 



valeurs œsssAz^^ r=4^ donuerojit eu ^. ies u 
lions demandées ^ et 4» * 



aa 



(if^) 



IX. 



EnCn, sH &IIoit ôéuxuàaer les formes des fonctions 4 tt -i âis 
manière que la stir&ce touchât deux autres surfitces courbes données 
^i^trairement j cbacune . snÎTant nne ligne çouri>e; c'est-à-dire, si 
la surface devoit être Toiyeloppe 4^ l'espace parcouru par une sphère 
qui se moùvroit sans cessée àe toucher en même tems les deux 
surfaces doqnë^ : a est çlapr qpe le centre de la ppkiece njipbUk stEoii 
toujours à la distance =^ a de f:hacune de ces surjEiCfs^ JUa. ÇÇwba 
que parcourroit ce cçntr^ se^oii donc l'inters^tiou fie diç^z iaCffs; 
snr&ces courbes , dont l'une a^rqit les m^mes normales que la, pr^ 
mière sur&ce donnée, et c;n seroit à la dUta^çe^a^ et^Wt l'aiXM 
auroitpareillemeniles mêmes normales que la seconde sujrface 4onivé%fl 
et en seroit aussi à la distance == a. Ainsi , danf ce cas panip^^r^ 
et en supposant que les équations des deux surfaces données soient 
^==F'(ap, y) pour la première, et a = F(:p^j^) pour la seconde» 
la détifraiinaûon dés fonctions arbitraires. 4 et 4 f^tit '^ prescrire par 
le formulaire suivant. 



I j 



Nommant respectÎTemeqt ^ff=p^^ ^=9 1^.<1^Q?k égua^i;^ wf^iaaiqi 

1 

> i.»'i''éIi'i-** ! • ^ ' '• à » 



• ' t 



on élimiÉieïii )B 6t >'eilire1és tfdb )â^^6ïà 

et on aura en a:,jrj z un pfehiier résultat. On élunînera de inême 
iB et > entre les trois équations 



f % 



V 

et Ton attra ea x^y^z uâ second rlSsiiltât. 'on drera de ces deux 
résultats les valeurs de jd et^ en s, et ces valeurs A::î=*s,^=4^ 
donneront en z les formes des deux fonctions déniàndécs ^ et 4 » V^ 



Ton substituera en « daas les deux équations (J) , (K). OitâtnBmen 
« entre ces deux dernières équaiiotis ^ et Ton aura e^ a: , ^ , 2 Fcquation 
de la surface mâinduéllé qqi^eiiïL ^^éw9.tems les deux surfaces 
données. 



De la surface dont les deux rayons de coùrhure en çhogue ppin^ 
sont égaujû entre eux et dirigés du même côté. 

■ 

Les centres Aes deux courbures d'une surface courbe , pour cba.çun 
de ses points, sont' sur la normille qui passe par ce point; mais }a 
position de ces deux centres sur la normale dépend en général de 
la génération de la surface, Sî les centrés! s^al ;ous deux placés du 
même côté par rapport à la surface , lés deux courbures présentent 
leurs concavités du même côté : c'est ce qui 9j|^e» f^is^teii]^^ 
tous les points de la surface engen^^ée par la réyolution d^une ellipse 
autour d'un de ses axes. Si les centres des deux courbes d'une surface , 
pOiur un de ses points^ sont placés de différejjis c^iés par rs^port ^ la 
surface , Tune des deux courbures en ce point présenté sa concayit^ 
du côté vers lequel Fautre présente au contraire' sa convexité. iS'ôus 
verrons par la suite que i[fe^' ce'~ qui afrlfe dans tous les points de 
la sur&ce engendrée par là révolution d^me li^perbole autour de son 
second axe. Cela posé , la surâice dont nous nùùs proposons de trouver 
la génération est celle pour chacun des points de laquelle , ^nQn-seu- 
lement les deux rayons de courbure sont égaux.entre eux , mais encore 
les deux courbures présentent leurs concavités dii .lîiéme côté , c'est- 
à*dire , est celle pour laquelle le5 centres des* deux courbures sont 
jU)i;i)oui:s ;CO|ffoi»4^* V ^^ évidfsnt.qmB-Ia sçxkfie j^ ,U ^h^re en ç^t 
un cas particulier , dans lequel il arrive de plus que ce centre commun 
des deux çourbm^s -esi 4e -tnéme pour tons *1^ points de la surface. 

Les centres des deux cpurbures je confondront en chaque point 
de la surûice , si les diuix valeurs que doQu^ l'expression du rayon 



(k 17» > 



de toorbuÊû 



1 1 



. - 1» 



• ^n 






• 



3*t 



»•! I « » 



(I 



A+/(^*-4ft'g-) 



• (io 



sont égales entre elles et -dé m^ReS'-sigse ; e'est-à-dire , si le radical , 
par lequel difiêrent ces deux valeurs , devient nul , enfin si Ton a. 
k* — ^hgznzo. Donc en remettant pour g, h, k^ les quantités 
quelles représentent, Tcquation aux différences partielles secondes^ 
de lâ surface demandée sera 

et l'expression du rayon de courbure pour cette surface sera indiP 
féremmeot 



R^ 



3 A) 



ou # = 



kh 



^e 



apx sont ^^l'es entré elles.' 



il • ♦ ■ 



IL 



I > 



Ayant de quitter leis diflerences secondes , notu observerons mi'eB 
laisqnt.pour abréger . 

... (i+^«)r— ;;^f = > .'. ., 
{t -Jr p') s -^ pqr =^ Ç 
ce qm donne 

pq {A - D) .= (1 + p«) fi - (i,+"y') C ^ . 



I I 



> . •* 



• ; « ) 
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Féquàtton générale (E) des lîgne^ de Cou Aure,' qui déVîcnt alors- 
produit deux valeurs de -j- qui ne diffèrent entre elles que par te* 



radical 



y[(4--i>)»-H4^CJ. 



J" 



Or ce radical est le même que celui qui entre dans la valeur du rayon 
de courbure, c'est-à-dire, que la quantité (^A — Z))»+4 ^^j ou 
(^H-Z?)' — 4(^/> — 5C) est = A« — 4 h g, ce qui est facile à 
vérifier. Donc la surface dont nous nous occupons , et pour laquelle 

le radical est nul, les deux valeurs de -^ relatives aux lignes de 

courbure sont égales entre elles. DonC , excepté les cas particuliers pour 
lesquels les trois quantités 5 , C , u^ -^ Z> j sont chacune =o, et 

ne déterminent aucune valeur pour -^ , la surface n'a pour chaque 

point qu'une seule ligne de courbure : ainsi tous sts points sont des 
ombilics analogues à ceux que' nous avons remarqués être au nombre 
de quatre sur la sur&ce dé Tellipsoïde. Recherchons d'abord quelles 
sont les surfaces qui sont dans le 'cas de l'exception. 

Des trois équations i? = o, Ci=zo^A — /? = o,quî déterminent 
le cas de l'exception, la troisième est une suite nécessaire des deux 
autres , et il suffit d'employer les deux premières , qui peuvent être 
mises «ous la forme 





= a. 



t I 



Or la première étant iane différence partielle iexacte prise en regar- 
dant oc comme seule variable, elle doit être intégrée comme une 
différence ordinaire, et complétée, non par une constante absolue, 
'mais par utae fonction arbitraire de la quantité j^ qui a été regardée 
constante dans la différentiation ; il en est de même pour la seconde , 
qtii doit être complétée par une fonction arbitraire de oc. Les inté- 
grales de ces deux équations sont dontr 



< ' > .' 



remettant pour k $9 yaleur ^{i ■+• /k>* 4- y*) , et tirant les valeti» 



Il 

t 



(«74) 

àepei'if,ou a va 



» 

p =a ^ — - — ii'Hi ' r 

4r 

^= 



•f -I 



Valcws^ut, étant substittiëes dans d!8:±±:;^i£r4*9^» donnërom 

^jc . dix + f-v . df 

Nous ventNis dans la suite , en traitant de la gmératioa des courbes 
à doid>Ié ooarbnre > «|ue , sinvaut les formes des deux fonctions ^ et 4 » 
cette équation peut a^artenir ou à des soriaces courbes ou à dei 
lignes courbes; mais nous avons yu que dans toute surface courbe 

(àâz \ f itàz \ 
3S3r y ^" \ d dlâe h ^*^*"* 1<5S «den» membres «otl 

les expressiotis différentes dSine seule el même quantité. Donc , en 
exécutant cette opération sur le second membre , pour toutes les 
surfaces courbes auxquelles peut appartenir cette équation , on aura 

o'« — 4!r, 

équation qui ne doit pas servir à déterminer^ en x^ mais seulement 
à déterminer les formes des deux fondions ^ et 4« Or cette équation 
ne peut pas avoir lieu pour tontes les n^aleurs de a? et de^^ k moins 
que ces quantités n'entrent ni Tune ni l'autre sous leurs fonctions 
jwpectiyes , ou que ces deux fonctions ne soient égfdes chacune à 

•une même constante —•• 

û 

Donc on aura en mdme tenu 



<t'x^ ~7"' "^'^ 



«B <pû donne «n intégrant 



^4^ r+b. 



^«SCl 
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snbstiniant ces Tal«ars dans Féqaation aux différences ordinaires , dk 
deviendra 

V* [«» — . (* H- «)» — Cr — ^)'3 

dont intégrale est 

, 4- c = — V [«'— (^ + ay — (r — *)'] 

ou 

(oî + a)«+ (7- + by + (« + c)« = c» 

* • f ' 

6tt lfé^[Oitk>ii de la m&ted'vne qdiira dcmcla gittodMr et la poskioii 

aont arbhmîfes. > 

9 sak 4e la que de Kxties les SarhtceB doat les ^rà^ons de coaAure 
^(^t égaux 'etttre cinc peur chaque point , ec3Ie de la spitère est la 
seule dont les deux lignes ^e courbure ne se confondent pas ; et même 

dr 
la valeur de -^ n'étant pa^ détecifû||é# pour ^e'dans l'équation (£) 

des lignes de courbure, H é'ensuitquetimte droite tangente à cette 
surface .cist ai^i tai^eute à une-lji;»» de ceurbnrç; 'çW-à^^dÎTC^ qpa 
par chacun de ses points on peut fiiire passer une infinité fle lî|(Afi^ 
de courbure différente : ce ^uf es^ d'aU^eii^ évi4e«^, puisqu'on peut y 
fiiire passer une infinité de grands cercles. 

fiountouteauu» aurfiiceide'cefettTe, okaque pcâdt est «i onMic 
par lQi|iiel<â ttepasse /qubaie «seule Kgne de eo^rburcy et féquatimi 
de celte llgoe ' 

Bdj-'^Xd—D)dxdjr^Cdx-:^o 

étant un carré parfait, peut -être remplacé par sa racine carrée , qui 
est indifféremment Tune des deux^ suivantes 

aCdr— (^—D)i^ = o 

Qu, remet«fflt.;ppur^t B , .C, JP, leurs Talq^r^, etcttaMant^r» j, /^ 
réqaation d^ la ^gne imiq«e 4i? çouibiire j$ci;a indif étemmi^nt 









'é^'A ^ X(» -+• ^) ^ T^^l 
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ou ' . • • 

équations qui, appartenaAt à une méme*courbily peuvent être regardées 
comme équivalentes à celles de deux de ses projectign^- 

III. 

Pour trouver les intégrales de TéquatioU aux différences partielles 
secondes , nous allons d'abord chercher l'éqnaiflon àe la caraolécîipiqaa» 
Pour cela, si l'on différentie l'équation en regardant r, ^jt^coxamc 
seuj^es variables y .^ (Si l'op . représaate par B! ^ S' ^ ST, les coiffficittis 
r^pecti& de drj d$jdfy on.itrouvtea (en conaervantrled abniifî^tiont 

valeurs qu'il faudra substituer dans Téquation générale de la carac** 
téristique 

Mais alora cette équation 5era un carré paifiiit; car^ en eAc* 
tiiiant. la *q^a^Ulé 4 jR^Jf-y^S!*^ on trouve qu'elle est ^e à 
j6 h {^hg — A»), qui est nulle en vertu de la proposée : di»iic;ler 
deux caractéristiques de J.a surface se confondent en une seule, qui 
aura indifféremment pour équation l'une des deux exmessions sui** 
vpites <le la i^mw^s de l'équatipn précédente , 






a R'dy 4- S'dx = • 



.. » • I .1 i 



f f 



Ces deux équations qui appartiennent & la même courbe , et dont 
une seule , au moyen de la sur&ce^ suffit pour détëknîner cette 
courbe , doivent donc'étre regardées comme équivalentes k celles de deu< 
projections. Donc ea remettant pour /i', 5',;7^, les quantités qu'elles 
représentent 9 et chassant r/^, t^les deux é^âtio)i< aux différencia 
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( «77 ) 
de la canctcristiqae seront 

2 h dp — h (dx -f- pdz) = o 
2 hdq — h {dj -f- qds^ = o 
et en y îoignant 

dz = pdx -f- qdf 

qui, étant celle de la snrface même sur laquelle eettt i*onrbe se UroiiTe« 
lui appartient aussi , on aura trois équations: qm équivaudront à celles 
^e trois de ses projections , et dont deux quelconques suffiront pour 
la déterminer. 

Dans ces trois équations , les variables ^t jr j^% n'entrent pas; il 
l^'y a que les différentielles de ces variables qui s^ trouvent ; oa peut 
4onc les isoler par l'élimination , ce qui donne 

dont la troisième sait évidemment des deux premières. 

Or les deux premières de ces équations sont les mêmes qtte celles 
que nous avons trouvées dans Tartide précédent pour la ligna 
unique de courbure de la sur&ce; donc^ la caractéristique, imiqua 
pour chaque point , n'est autre chose que la ligne unique de cotir- 
bure , et nous pourrons dans la suite considérer indifféremment cette 
courbe sous l'un ou l'autre de ces deux aspects. 

Si l'on substitue dans ces tirois équations , pour h sa valeur prisa 

2 kl 

dans re:ipressiop /l= TT^^ rajon de courbure, elles deviennent 
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Ass Bd ' 



a9 



( '7« y 

qui seroient tontes trois des diflërenttelles exacics , si le rajon de coni^ 
bure R étoit une quantité constante , et alors leurs intégrales seroient 
complétées par des arbitraires qui, étaixt toutes trois constantes pour' 
la même caractéristique individuelle , et variables d une carac|érisliqTie 
à sa consécutive^ seroient fonctions d'une même quantité « , qui par* 
ticularise la position de cette courbe. Mais le rayon de courbure R 
jjL^Bt pas constant. Si àofùc on intègre ces équations en regardant R 
comaie oonfiiant, il ifaut que les arbitraires soient non-seulement 
feoctiooa de la ^a&ttié « , mais encore de R, et qtte ces fonctions 
soient telles que les différentielles de chaque équation prise en regar*' 
Aant flucoesovemeat « et il comme seules variables , aient lieu. 
XvpréMntam doac par ^ » 4 ^^ ^ ^^^ fonctions arbitraires de « e^ 
àk R y on aura 



%^4" 






M =S 



♦ C^l «J, 






les WÀ$ fonctiôiU dt^atsatis^re htx deux systèmes d^quaiioss^ 



./ m — 



-^ = <»S ♦" = o, 

-^=4'* 4''=o^ 



; = •-' 



pr" = 0. 



qui résultent de la différentiation Ats trois précédentes , opérée en re^ 
gardant successivement iR et « comme seules variables. Or , les itrois 
dernières équations ^" = ô^ 4'' = Pt fl^"= o, expriment que * 
n'entre dans 'aucune des fonctions ; par conséquent , si nous regardons 
désormais les trois fonctions i^rbitrâires ^ , 4 j ^ comme composée? 
de la seule quantité R , ces trois équations seront satisfaites. Quant 
aox trois autres équations de COtidittons . si l'on £ùt h soxnme de leum 
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«arrés « on trouyera 

■d'où l'on tirera 

vot par eaatéqiKBt . 

"" qui tiendra lieu de l'une df s trois équations de conditions restantes » 

par exemple , de la- dernière , et qui servira à déterminer la forme 

de la fonction surabondante «- , d'après celles des deux autres* Quoique 

cette fonction ^r soii déterminée , nous la conserverons néanmoins 

encore pour abrégei* les expression^. 

Les deux îni^^rales première de l'équation aux diflépence^ p^nieBes 
du second ordre sont donc comprises dan^ le sjsttoM dMWc l^uAliCMV 



P _ 



R 



^ • 

qui peuvent toujours être réduites à cinq par Téliaiiiiatioa actndle de 
la fonction surnuméraire ^ » et qui ne comprendront plus alors que 
les deux fonctions arbitraires ^ et 4* Ces deux intégrales sont insépa- 
rables Tune de l'autre •* pou|- les ov^oir chacune en particulier, il &udroît 
pouvoir employer deux des trois équations, principales, et n'avoir daqs 
le résultat qu'tme seule fonction arbitraire , ce qui est impossible. 
Mais quoique ces intégrales ne soient pas séparées , elles ne con* 
duisent pas moins directement à Tintégrale finie , comme nous allons 
le voir. 



y^ 
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IV. 



^i y entre les six équations précédentes ^ on élimine les denï qoan^ 

tités -r-> -r-> et si l'on en chasse la fonction v^ on anra trois autrM 
k k 

équations 

et rélîmination dé Tindéterminée R entre ces troi^ équaiioûs prodnix^ 
en a: , ^, z et deux fonctions arbitraires , deux équations qui seront 
Fintégrale eomplète de la proposée. Ainsi , en nous tenant dans fet 
généralité comportée par deux fonctions arbitraires , l'objet de nos 
recherches étant exprimé par deux équations y il n'est pas une surface* 
courbe, ainsi que nous l'avions supposé; c'est une courbe à double' 
courbure. Gomme ce résultat est extraordinaire , nous allons le vérifier 
par la géométrie ; mais auparavant nous donnerons aux équations une' 
forme qui présentera plus de facilité. 

Des quatre quantités! B, ^B, 4^ , ^B , dont les trois dernières^ 
sont d'ailleurs liées entre elles par l'équation 

V 

trois étant fonctions de la quatrième , on peut indifféremment prendre' 
celle d'entre elles que l'on^ voudra pour quantité principale , et re- 
garder les trois autres comme fonctions de cette demiëre. 
D'après cela soient 



les caractères ♦ , ^ indiquant de nouvdks fonctions arbitriûres , noo^ 
aurons 

d'où nous tirerons 

d/t = <f« ^(i 4- ♦'» 4- ^*) 



«( 
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iubsittaant toutes ces valeurs , nous aurons à la place des trois é<iaations 
précédentes les trois autres équivalentes 

(fc — ♦«)« -I- (^ — ♦»). + (a ^ «)» = Ifd» /(!+♦'» + *'»)]•> 



^ j par i^éÛminatioti de la nouvelle indétern^inée « , produiiKHit ^ga** 
lement en o:,^, jb les deux équations intégrales. La première de ce^ 
équations est celle de là bttfface d'une sphère qui auroic son centre 
sur une courbe arbitraire ,^ dont fés projections auroient pour équation 
X ±z Ô8 , jr' = '^z , le centre étant au point de la courbe correspon- 
dante ^ 2 = A , et son rayoù variable étàlnc égal à Tare de la courbe 
coiïiprîs entref le centre et uii autre point constant pris sur la cour^e^ 
|>Qur origine. Lés deù^ autres équations sonif celles dés projections d*un' 
diamètre dé la sphère tangent à là courbe. 11 est évident que pour une* 
înême'^aleur de « , ées trois cqùations a|>partîenrïéûC au point d*în- 
tersection ' de lâ[ surface dé^ la sphëté' et dû diamètre tangent' a la: 
courbe, et par conséquent ati point dé la développante ; doùcVsî oii^ 
âimine « , les deux équations résultantes en ;r , ^ , z , nppàrtiendrdnt 
à la suite de tous les points semblablement déterminés ^ et par. coâr"* 
séquent à la développante elle-même. ._ ... 



V. 



"'.' 



Si Fon éonçoît qû^àn'é iphère , variable de* grandeur , se nfeùvé 
dé manièref que son centre parcoure la' courbe arbitraire do];it les 
équations sfont' a? = 4^3 , y =r •♦'s, et 'que sôdi râyôn soit égal au 
rayon correspondant de la développante dé cette courbe , elle par- 
courra un espace dont l'enveloppe doit jouir de la propriété d'avoir 
dans tous ses points lés rayons de ses deux courbures égaux entre 
eux ; car , et dans la direction de la caractéristique de la burface , 
e'est^-dire, de rifUersection, des sur£sices de, deux sphères cokîiécutive», 



/ 



'S 



^t dan3 la direction perpendiculaire^ le rayon de courbure doit étrt 
égal à celui de la sphcre correspondante^ jL'équatiom de la aorfac» 
mobile , considérée lors({ue son centre est en un point pour le<{u^ 
^a a0 = «, est * 

» 



qui «st la premicre des équations intégrales que nous venons de 
trouver ; celle de rénvelôppé sera donc le résultat de l'éliminatioii 
de » entre cette équation et ia suivante 



qui est sa difTérentielle , pi;ise en regardant .a comme seule Variable^ 
Mais dans le cas présent » ou- la diflcrence . entre les rayops de deu^: 
sphères consécutives est égale h la distance de leurs centres , )^s deuv 
sphères ne se coupent pas s wapf: la. ci^çonfére^ce d'un cercle j elles 
se touchent en un point qi4' e$t sur leur diamètre commua , c'est' 
,à-dire, sur le diamètre tangent à la coxube Arbitraire. Donc « la 
^^ractéristique de l'enveloppe jçst réduite à un .point unique,, qui 
est le pom^t «CQrrespondant. de la dévelpppantç , et Tenveloppe elle^ 
jatiémp est réduite à la oou^be parcourue par ce point ^ c'est<4^ire« 
il la développante. Et en efief;^ si de la dernière équation on élimina 
ia quantité sous le signe d'intégration, au.mo^en .de l'équalion dft 
1^ sphère ^ elle devient 



4pii , étant la somme de trois carrés y ne peut produire rien de i^el , 
à moins qu'on n'égale à zéro les racines de chacun de ces carirés. 
Or y si l'on égale à zà:o deusuquelepnqaes die. ces racines.» la troir 
sième est nulle nécessairemenlt j ce qui se vérifie faç^len^^. Donc, 
la diâerentielle de l'équation de la surface de la sphère , prise e^ 
regardant tt. conjunie seule variole , .p^o^t les deux é<patipnjs sui* 
vantes 

a: — ♦« = (« — «) *'^ I ' 

q[ui sont les deuc dernières des trois étjuàtions întégil^àles^. 
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VI. 

a suit de là que reqùatîon aux diflcrencès secondes appartient à 
•Ane surface courbe <]ui , ^i Yen se maintient dans la généralité com- 
portée par deux fonction^ arbitraires , n'a do réel qu tine ligne courbe ,. 
ei- dont Paire est par canceipient nulle. 

VIL 

Si Foti déterininoit la formé* d^une' des deux fonctions arbitraires 
é ou ^ , de manière €pi9 4m ttm& < qimtiim s intégrales , Tune fiii la- 
Suite nécessaire des deux autres y eette ^oisiëme équation deyiendroit 
inutile; l'intégrale seroi£ réduite aux* deux autres, et réltmination 
de A produiroit eaap^/t j?^- Téqïijition d'»ne surface ipoins gii^nérale^» 
puisqu'il n'y auroit plus qu'une fonction airbitrairç , mais dont l'aire' 
ne seroit pas nulle , et qui jouiroit de la* propriété d'avoir en chacun^ 
de ses points les centres de ses delix courbures réunis en un mémtf 
^oint. 

Or si on élhnine ^ et j- eùtré îei tf bis iqûaitbtàs 4ntégtâfes , où $ 

^i , devant être satisfaite indépendamment de k valeur de z^ 



Y (' -+- ♦'* -i" ^'0 =^ o 
fila /(i -+:♦'» r^hi^?)-*» O' 



et quand même on poùrroît satisfaire a là première sans donner àf 
i'un^ dçs . fonictiotis arbilf siîi'es tin^ U^Ptw^ knagina^e^ la seconde ,i 
dont le premier membre seroit alors une constante qui dçvroit être* 
nulle , exprîmei^ott que le* rayon de la splièi'e mobile devroît être ùul ,^ 
ce quîr réduiroit l'enveloppé à la courbe arbitraire elle-nxéme,« et l'aiiÇ 
de cette enveloppe seroit nulle. Donc dans la généralité beaucoup 
moins grande d'une seule fouction arbitraire , toutes les surfaces 
auxquelles appartient l'équation ai|x différences secondes , ont leur* 
Aire nulle. ^ 
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I^fin 9 si les deux dernières équations intégrales étoient une suite 
nécessaire de la première, et par conséquent inutiles, « et ses deux 
(onctions scroient des constantes absolues ^ €t TéijuatioQ intégrale 
deviendrait 

qui est celle de la sphère d'une grandeur et d'une ][>05ltiôn ài^itrairesJ 
La surface de la sphère est donc la seule qui jouisse de la propriété 
4*avoir pour chacun de ses points les centres de ses deux courbures 
iréimis y . et dont l'aide ne ;5oit pas mille. 
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De la surface courbe dont tes deuac rayons de eourhure sont toujoun 

égaux entre eux et de signes contrairesr 



* \ 



I. 



îf ons avons vu qne l'expression eomn^une des d^in^ rayons de ooiir» 
^ure pour le même point d'une sur&ce courbe est 

Pour que les deux valeurs de R que donna cette expression ne difir 
ferent entre elles que par le signe , il faut que l'on ait A = o ; donc , 
remettant pour h la quantité qu'elle représente , l'équation aux diffé* 
rences partielles secondes de la surface demandée est 

Cette équation est la méine qpe eeUe qi^e M, ]Lâgrange a . trouvée 
pour la surface dont l'aire est un nUnùfium ; donc la suf face qup 
nous considérons jouit encore de cette autre propriété renia^quable » 
que si l'on circpnscrit une partie de son . aire par un çontQur quel- 
conque , continu oii discontinu ^ elle est de toutes lies surfaces qui 
passent par ce contour celle dont l'aire comprime dans le même cpntoqr 
^st la plus petite. 
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II. 

r 

Pour intégrer réijoation (a) » nous chercherons d'abord les écjuatious 
de la caractéristique de la surface à laquelle elle appartient; et pour 
cela nous différentierons en tegdrdîStEt f» s^t^ comme seules variables , 
ce qui donnera 

et substituant ces valenrs dans 

Bldf^^S^dxdy^ Tdx^ = O, 

nous aurons pour première équation dq la caractéristique 

(i^q^)djr*'^2pqdxdy-^Çt^p^)dac^^o {b) 

Puis, chassant r, j^ /, dé la pfiSjkisoe i et substituant pour --^ la 

valeur que donne Féquation^ (h) , on aura pour seconde équation de 
la caractéristique 

(i + q'^dp^ — a pqdpd^ + ^i +;>•) d^ = o (c) 

Cette dernière équation aux difiîirences ordinaires entre les deux va- 
riables p^ Çj est facile k iiltégi^r) Car si on lu <lifl[eréntle en regardant 
^ conune variable principale , on trouve 

ddjptato^ 
dont rintégrale est 

dp^=tid4f^ 

4 étant la constante arlûtraire introduite par l'int^ation» Substkuam 

dn 

donc pour -^ la valeur « que donne cette intégrale , l'intégrale de 
l'équation (c) sera 

(i 4-^«) «• — ai«;^+ I +;^« = o , 
ou 

^4 
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Cette éqaation a deux racines ; ainsi la sur&cé a deux 
tiques distinctes ; en sorte que si Ton représente , par a la constante 
arbitraire de la première caractéristique , et par fi celle de la seconde^ 
les équations distinctes de ces deux courbes seront 

• J 

ce qui doime 

et d'oii , tirant les valeurs dep etç. Ton a 

Quant à l'autre équation de cliacune deS deux caractéristiques, eHe 
est comprise dans Téquation (b) , qui peut être mise sous la forme 
la plus simple 

et qui, étant la sonune des trois carréis, produit les trois équations^ 

•\ » 
.• • . * - - ■• 
dxz=io f 

djr=zO^ 

dz zsi O • , 

dont, à cause de J* se /^cf^F + ^^^ideux quelconques comportcni 
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la troisième 9 et.qiii péui^ent.par canséquent se réduira à deux d'entra 
elles , par. exemple aux deiix premières . : > 

• • • 

Si ces deux équations provenant de (b) avoient été facteurs de cette 
dernière , cbâèune d'elles pourroît avoir lieu séparément ^ et elles 
appartieùdroient , 1 une a la première caractéristique , et l'autre à la 
seconde ; mais l'équation (b) les produit toutes deux simultanément ; 
elles ont donc lieu toutes deux * pour chaque caractéristique. Bonc 
cliacune de ces courbes n'est pas déterminée par deux équations 
seuirafietti^ comme dans tous les cas que nous avons considérés 
jusqu'ici,' mais pap tro^s cfquations; donc enfin, chàlque caractéris- 
tique se réduit à im point. Ainsi l'analyse ne nous présente pas 
cette surface comme engendrée par le mouvement d'une génératrice 
variable de figure et de position en vertu de la variation d'un de 
ses paramètres; elle nous la montre comme engendrée par le mon^ 
▼ement d'un pomt mobile en vertu de la variation de deux des 
CQnstantes qui, iLàns chacpç instaut, détermûpient sajposition, 

Autrement. Si l'on considère la surface demandée comme l'enve- 
loppe de l'espace parcouru par une surfa^ce mobile et variable de 
figure, l'enveloppée peut se ^lpuvoîr suivant deux directions diffé- 
rentes. Pour chacune de ces directions, deux enveloppées consécu- 
tives se eou{»em en une Ugiœ courbe , et c'est le point d'intersection 
de çef^deux qourJbej-qui est dans la sur&ce. U y a donc entre la 
surface du pîE^rag. 19 etceUe^cî cette différence, que, pour la pre-r 
mière, le point de contact ne pouvoit à chaque instant se mouvoir 
que suivant une se^^e direction-, et par conséquent ne pouvoit en- 
gendrer dans tout le cours de son mouvement qu'une ligne courbe 
ou ime surface dont l'airç. étp^ nulle ; tandis que pour la surface 
actuelle, le point générateur pouvant à chaque instant se mouvoir 
suivant deux directions différentes , engendre une sm^face courbe dont 
l'aire n'est pas nulle. 

Il suit de là que pour la première caractéristique les trois quan-* 
tités %y x^j sont toutes troi$ constantes; ainsi, la première d'entre 
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•lies est vne fonction des deux antres. U en est de même de fi con* 
sidérée dans l'autre caractéristique. Donc , en général , les deux coor* 
données 3c^ y ^ et par conséquent la troisième z , sont des fonctions 
de « et jS. Il ne s'agirott plus que de déterminer les formes de ces 
trois fonctions pour que la proposée fût satisfaite; mais cette con-* 
sidération , qui d'ailleurs nous conduiroit au même résultat « nous 
écarteroit de la marche de l'intégration que nous allons reprendre. 

III. 

Quoique l'équation Qi) produise deux autres équations siiiiiait«eiées , 
on peut la traiter comme une éqoatîon imique. Piur b i«hsàîlutîon 
des valeurs /^ et q^ eUe devient 

ou 

qui , étant composée de deux facteurs , donne pour les deux caracté- 
ristiques les deux éqiiations 

dy •+• «dr =: o y 
rf^-t-jB^ = o, 

mais de ces deux éqnaticms c'est la seconde qui appartient & Je pre- 
mière caractéristicpie , et la première qui appartient à la seconde. ]E^ 
efiêt , si, après avoir chassé r, 5 , ^ de la proposée > ce qui donne 

on substitue pour -^- la valeur « qui convient à la première carac- 
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tenstique^ on a 

(i +7*) «dy + (t +/!•) dt = o, 
on 

€f^-^/S€Ksp aco. 



s . •^....AM^H^aflHiMaiMC^KB^.di 



De même, en employant pour -^ la valeur f^ <^\ convient a la 
seconde caractéristique » on tninve 

é^+ adx = o. 
X/iS deux éqoatiQn$ de la prea|iir# caractéristiqat sont donc . 

A' — *y = V^(— I— *•)> 
ây + f^dx =3 o , 

et celb» d^ h .seconde 

Or , par rapport à la première , pour laquelle on a « =: constante^ 
si f^ étoit aussi constante , la seconde équation seroit intcgrable , et son 
intégrale seroit complétée par une constante arbitraire qui seroit 
fonction de <e; mais |S est rariable. Si ^onc om intègre en regardant 
fi comme constante , l'intégrale doit être complétée par une fonction 
de dt et 10, et cette fottctîoii doit éire telk qua la dUfiéraittdlé ém 
l'intégrale , prise en regardant jB comme seule variable , soit satis&ite ; 
ce qui ne suffira pas encore pour là déterminer. Représentant donc 
par ^ cette fonction des ^enx quantités «j /t, l'intégrale de la seconde 
équation sera d'abord 

^ + |Ba? =t <p (*, /îi) , {d) 

X = V' , (e) 






Par la même raison , si l'on représente par 4 uue^ftutrc fonction de 
« et jS , l'intégrale de la seconde équation de l'autre caractéristique 
sera d'abord comportée par ks deux équations 

^-Hé«r»5 4 («>/») (/) 

* = 4' (g) 
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r Mais le point de la surface devant être détenniné par rinterseciion 

des deux caractéristiques, les quatre équations (J), (c), (/), (g^), 
doivent avoir lieu pour sa projection sur le plan des x tx y ^ et 
elles ne peuvent avoir lieu , à moins que les fonctions ^ et 4 i^o 
satisfassent aux deux suivantes 



F* 
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4> — j8y = 4— «4' (A) 

V' = 4' (0 

qui résultent de Télimination de ce et j^, et dont les intégrales doivent 
servir à déterminer les formes des fonctiens ^ et 4- 

Pour intégrer ces deux dernières équations , il &ut d'abord séparer 
les fonctions \ et pour cdia on les différentiera en regardant succes- 
sivement « , puis |3 , comme seules variables ; et éliminant d'abord 
tout ce qui dépend d'une des fonctions , ensuite ce qui dépend de 
l'autre ^ on trouvera les dçux équations aux différences partielles 
secondes 

(* — /B)4'/f+4//=o 

qoi peavcnt être mises 5ou$ la forme suivante 




et dont les intégrales sont 

4" = (« — /8) *"iB 

dans lesquelles « et 'i^ sont deux nouvelles fonctions arbitraires d'une 
seule quantité , « pour l'une » jB pour l'autre > et que nous accentuons 
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à cause des intégrations subséquentes. Ces deux équations sont elles- 
mêmes des différentielles exactes , prises , Tune en ne faisant varier 
que » 9 l'autre en ne faisant varier que jS ; et leurs intégrales sont 

^ = (flt — j8) *'« + *flt + jP/3 

dans lesquelles y et F sont deux nouvelles fonctions arbitraires d'une 
seule quantité. Des quatre fonctions arbitraires qui entrent dans ces 
équations, il n'y en a que deux qui soient nécessaires, parce que 
c'est volontairement que nous avons différentié les deux équations 
(h), (f), et que nous nous sommes élevés aux secondes différences. 
Il faut donc déterminer les formes de deux de ces fonctions , de 
manière que les équations (A), (i) , soient satisfaites. Or de ces inté- 
grales on tire pat la différentiation 

*" = — .«' + F' 
4/ _ ^ _// 

%t en substituant pour ^9 9" f 4 » 4' leurs valeurs dans (h) et (i) , 
on trouve que , pour que ces dernières soient satisfaites , on doit 
avoir 

F/3 = -i^jg 

jet ^'0« 

ce qui détermine les formes des deux fonctipns surnuméraires F, J\ 
, Donc, substituant pour ces fonctions leurs formes dans les valeurs 
de <p , 4 9 4" , 4^ > OQ ^ttra 

4 =5; (« — ij) '♦/jg _ I» « -I- * /I 

^'^ =b -— «'« -4- "^^jB 
4/ = — 4>'a + ^'j8 

enfin , substituant ces valeurs dans les deux équations (d) ^ (e) , ou \ 

dans (/), (g^), et tirant les valeurs de ^, j, on aura pour les 
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du pokii d'intersectîoii des projecttotis des deux cane-» 
témtk{«es 

a: = — *'«4-'*'i^ • (0 

^ = — * « ■+- *♦'« + ^jô — /B^^'iB (m) 

ainsi , en remettant à la pltcè de « et jS kors Taktirs en p^ ç^ les deux 
équations (/) et (m) donnent en ^, y , pour x, ^, les valeurs que 
fou tireroit de deux intégrales premières de fa proposée; Fùne de ces 
inlcgraks étant complétée par la fonction arbitraire «, fautter par 4^; 
et ïott attroit ces dctn: intégrales premières , sî Fon pouvoit tfaw de 
(/) et (m) deux antres équations, dont cbacncie ne contint qu'une 
des fonctions et ses déritces. Les deux équations (/) et (m) ne sont 
donc pas les intégrales premières de la proposée ; mats , prises 
ensemble , elles expriment la même chose que les deux mtégraleir 
premières , prises de même ensemble ; et nouS aflOAs rôir qu'eBc* 
conduisent de même directement à l'intégrale finie. 

« 

ir. 

£n effet , si Ton dîfTérentle tes deux équations ( /) , (m) , pour 
avoir les Valeurs de ^«r, ^; et sî l'on substitue ces valeurs , ainsi 
que celles de p^ Çj dans dz zzzpdx-^^dy , on trouve 

dz = ♦''« . dcL V^( — ï — «•) + -ir^'H . dfi^( — I — fi^) 

équation dans laquelle les vaciables z, a^ jB , sont séparées » et qui 
donne 

z =/♦"« . du, /(— I — «') +f'^''(^ . dd ^ (— . I ~ jôO . . (n) 

dont le second membM ,. lorsque les fimciioASO, ir ^ seront déter- 
minées , ne dépendra que des quadratuteSir ïknc les coordonnées 
de chaque point de la surface sent données en « et jB par les trois 
équations (/), (m), (n); donc l'équation de cette surface en x,^, z, 
ou l'iotégrole fiaie de k pvopûsér^ est le résttltat d» réfimimationf 
des denx indctecminées « et jS entre tes trois é^puitioti». 
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V. 



II s^giroit actuellement de construire cette intégrale , ott , ce qui 
revient au même , ' de trouver la génération de la sur&Mi La seule 
ç(^ns^ruction à lacjuelle nous soyons encore |>ârvenùs , procède pat 
courl>jGfa infiniment voisines : elfe proure, à la vérité , que f aire dt 
l^ â.ur&ce n'est pa;5 nulle', ce qui est d'ailleurs évîdient ; mais'èfie 
lie peut être d'aucune utilité dans la pratique. Nous allons néan- 
moins la rapporter , parce qu'elle pôuira donner lieu à des efforts 
pbfS heureux. * 

Soit une courbe à double courbure prise arbitrairement dans l'espace. 
CQQceyons qu'une 4e ses tangentes se meuve sans cesser de la tou- 
£^€^ } elle engendrera une surface dévéloppable dont la courbe 
JMrbitraire sera l'arête de rebroussement ; et un point quelconque de 
ia tangentjs parcourra une courbe , à laquelle la tangente mobile 
4(^Ta constamment normale , et qui sera une développante de la 
<K>urbe arbitraire : nous allons voir que cette développante sera une 
«des lignes de coiirbure de la surface demandéç. Soit prolongé chacun 
de» rayons dé la développante au-delà de cette courbe et d'une 
quantité égale à lui - même ; ce qui^ déterminera sur chacune des 
tapgentes k la courbe arbitraire tm point que nous nommerons second 
centre , parce qu'il sera le centre de la seconde courbure du point 
-correspondant de la surfiicc , point dont le centre de la première 
courbure sera le point de contact de la couî4>ure ariiiiaraire. Con- 
cevons qu'un cerde variable de rayon se meuve de manière » i^ que 
son plan passe toujours par la tangente mobile v et soit toujours 
normal à la sur&ce développaUe quepaiconrt cette tangente ; a^ qne 
son centre dans chaque instant soit confondu avec le seomd ceatre ; 
3^. que sa circonférence passe toujours par le point correspondant 
de la dév^ppantey et par conséquent la coupe perpendiculairement; 
la cixioonférence de ce cercle engendrera une surface courbe qui 
pas$eiu par la développante » dont cette dernière ligne sera une 
ligne de couibure » et dont les deux rayons de courbure pour chaque 
point pris sur la développante seront égaux entre eox et de signes 
contraires. Rous n'aurons besoin de considérer dans cette sui&ce 
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qu'une zone infiniment étroite , celle qni est bordée par la déyf-^ 
loppante. 

C^ YQsé s.snpppfons .qq^.<:haque tangente soit mobile autour du 
second centre par lecpiel elle passe i et dans le plan du cet^é cor- 
respoads^nty c'est-à-dire , dans le plan normal à la surface développablé ; 
puis., qu'une de ses ta;Etgentes $e meuve en efiét et décrive au tôt^r dil 
IQGond centre un angle û^n^men^petit et arbitraire ; que la ^ngehte 
suivante, se meuve de même autour de son. second centre jùsqù^à (re 
\ quelle cpupe la tangente précédente considérée dans sa nouvelle 
position } que la troisième tangente se meuve aiissi jusqu'à ce qu'elle 
coupe la seconde j et ainsi de suite de proche en proche pour toutes 
\ts tangentes. Toutes ces droites considérées dans leurs nouvelles 
positions seront encore normales à la sur&ée courbe engendrée pa^ 
la circonférence de cercle ; et parce qu'elles se rencontrent consé- 
cutivement deux à deux , elles seront dans une secô'ndfe ^rfecc àév^ 
loppable y doui l'sHrôte de rebroussement sera distincte de la première 
courbe arbitraire, mais en sera: infiniment prbdhé. 'Cette Secondé 
surface devjCi6ppab|e sera normale a* Ta surface engendrée par là 
circonférence Ai cercle ; elle, la coupera en uiie tourbe qtiî siéra là 
li|riie de courbure suivante , et qui sera * tinè développante -de Faréte 
de rebroussement de la seconde surface dévelobpàbré. La 2Ône Cdm^ 
prise eMQtre c^tte seconde acveloitpante et là prèitiiëi*<ê^ àpiSraMiebdrtt à 
h irface ie^^andée! ' Z' " . "'^''-^ * ' - « "^^ . ■ ... 

: AfctucileMiiryMsiHSicm )Opferi!)Sik|ii;),'8^éiai 4^ rebroi^sem^nt dç la 
iPêpotfde 'suâfinBi dtvdoppaUei et . wr sa. dé^^ppânie , ^comme nous 
tivH^ dpéKé^siio lanaoiuèe adbiimtve A sp^r sa dév^oppaote^ on ^ura 
'lai'tr42ii5ièBke>jU9ite)*did QNiriiiiip.d^ Wx^i^:^^^ :?\ ^p^^-^ 

'j^x^Ê^' iMMàc \^w^eLiJ^ ftjirft,jjf3^ff Jl^[,pi(;ijjj^ de la 

«••••' » l- . ■ , I • I 




lonclion arbitraire pour chacune des iSroiecttGm de cette •courro, 

JS^xm.mt^ dwindfOilS P^rui^ plus gra^d nombre d'exemples de sur- 
faces; ^ont. In géné]KitHM'P69t^e e;i^^^ des équations aux 
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diffêrexicefs in trblsîKiàe ord#è>/«ii^rr«i9^<^MMddrbreM ^polçippûl 
nombre de celles qui sont remarquables par la simplicité ft|Mirif«àiplqi 
qu'on en £iit dans les ans/.^^'^ 'i 



\ «tM rrr. '\x 
, : '. / " •'. .*v r.r_ ;,\ 



•* W', MMIi ?ni'» 1^. '^ • XrK^J'^ •/ > ' • " ' 



•?>•". ' 



■' I 



Z>e la surface courbe 'engendrée igénérokment pj^r h .viowewfi^ 

d^une ligne droite. 

Le mouvement d'une droite dans l'espace 'est détermine lorsque 
celte droite est assujétie à s'appuyer perpéluellcment contre trois 
courbes à double courbure données. En effet , si Ton prend sur la 
première de ces courbes un point arbitraire, la droite, qui passe par 
ce point , et qui s'appuie contre les deux au^très courbes , est entière- 
ment déterminée de position ; car il est évident que cette droite doit 
être rintersection des deux sur&ces coniques dont le sommet comniun 
est an point arbitraire , et qui passent , l'une par la seconde courbe 
donnée , l'autre par la troisième. Si donc oii conçoit que la droite 
se meuve de manière que, s'appuyant constamment sur les deux 
dernières courbes , elle passe successivement par tous les points de 
la première : pour chacun de ces points la position de la droite sera 
déterminée , et la surface qu'elle engendrera par son motivement sera 
par conséquent unique et détenfiînéc. 

La pâture de la surface dépend de celles des trois courbes qui 
dijrigeat le mouvement de la génératrice ; mais quelles que soient 
€4f trois courbes » toutes les surfaces soumises à cette génération 
ou uu caractère général qui peut être expnnié par l'analyse , et dont 
nom^ alloiM cheixher directement l'expression : i^. aux différences 
partîettes du troisième ordre ; 2^, s|ux différences du second ordre ; 
5^. aux différences du premier; 4^. en quantités finies: 

De même que nous avons représenté par p y ^ , les coefiicîens des 
différences partielles du prenûer ordre, et pur r<5, t^ ceux àcs 
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différences pftrtienès du secttd oindre ,* nous représenterons (Mur i/, ut^ 
iv , f",. ceux des dtffére«€^ partielles , do, irçiisième ordre , de mauèrs 
que Ton aura . ) . . 

dr = ndac + <tf ^ ^ 

d[y = tiidb: + wdj- , 

équations dans lesquelles le coefficient de dj dans Tune est le même 
que celui de da: dans la suivante , parce que les deux quantités p eiq 
étant des fonctions de x ei^ , on doit avcMr 

(j^) = (^) ., (^) = (^) . 

. \^ ifardj J \^ djdx J \ docdj J \ djdx / 



ce qui donne 



il 



'-' -m' " m = (^> 
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Considérons la droite génératrice dans une queTconque de ses^ 
positions : elle coupe chacune des trois courbes qui dirigent son^ 
mouvement en un point , par lequel concevons la tangente à cette 
directrice ; puis , par la droite génératrice et par chacune des trois 
tangentes , concevons un plan : on aura trois plans , qui seront tous 
trois tangens à la surface courbe ^ et pour chacun desquels le point 
de contact sera le même que celui de la directrice correspondante 
avec sa tangente. Cette suri&ce est donc telle que trois plans tangens 
différons peuvent se couper en une ligne droite qui passe par leurs 
trois points de contact ^ ou , ce qui revient au même , que', pour 
quelque point de contact que ce soit , le plan tangent peut- éhanger 
deux fois de suite de position sans cesser de passer par'fe preùiier 
point de contact. Or , si Ton différentîe deux fois de butte rétjtiatioa 
du plan tangent . » / . 

* • ■ 
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en regardant comme constantes les coordonnies x^^ y , z'^ du point 
général *du plan , ce qui donne 

(x — ae^) djp -\- (jr —y) dq ^ O , 
(r — ai:')d^ + (j — j*) ddg -^ 4^9da: -{^ dçdjr = o , 

» 

on aura trois équations qui détermineront les coordonnées <a^,^^ z^^ 
du plan conmiun aux trois plans tangens consécutifs ; et parce que 
les trois plans doivent passer par le premier point de contact , ces 
trois équations doivent avoir Ceu en faisant X'=zocfy y ^y\ z = z'^ 
ce ^[ui donne la quatrième équation 

dpdx'\^ dqdj := O. 



De plus , si de ces quatre équations on élimine les deux quantités 
7^> -^ — ^y il restera les deux autres 



Z' 



dpdx'^ dqdy = o^ 
ddpdoO'^ddqdj = o , 

qui ne peuvent subsister simultanément ^ à moins que la quantité 

dy . . 

-^ ne soit constante , et qui peuvent par conséquent être mises sous 

la forme suivante . 

rdx^ + nsdxdj + tdj^ = o , 
udœl + 5 uidx*dfr -^- 3 wda:djr* + ydj-^ = o. 

Enfin , de ces deux équations, Tune est destinée à donner la valeur 

dr . , , 
de --7^ qui détermine la direction de la droite suivant laquelle se 

coupent les trois plans tangens consécutifs ^ et si on élimine entre 

dy 
elles --^, on aura une équation de condition qui devra être sa- 
tisfaite pour que ces trois plans puissent se couper dans une même 
ligne droite , et qui sera par conséquent l'équation de la surface 

demandée. Donc si Ton représente 'par « la valeur de --^ que 
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seront encore aux différences partielles secondes ceDes de la snrjBictt 
demandce. Les trois équations (B) , (C) , (Z>) , dont chacune exprime 
complètement la génération de la surface , sont les trois intégrales 
premières de 1 équation du u*oisièQie ordre Ç/f) , et chacune d çUe^ 
est complétée par un^ fonction arbitraire particulière. 

III. 

Les trois équations ÇB)^ (C) » (JO) ne contiennent les coeffiiciens di^ 
fëreniids du second ordre r^ s ^ ti que parce que ces coefficieni 
entrent dans la quantité «. Donc « si , combinant ces équations deux 
à deux y on en élimine la quantité* , regardée comme «ne iiidéiei>- 
minée , ce qui peut se faire de trois manières différentes , on aura 
trois résultats qui ne contiendront que des différences partielles du 
premier ordre , et dont chacun exprimera la sur&ce d'une manière 
C^Mnplcte. Ces trois résultats seront les intégrales secondes de l'équation 
(jf) , et.chftcune de ces intégrales sejra complétée pa^ deux d^s fixais 
fonctions arbitraires ^ , 4 > ^- 

Enfin , àes quatre coefficiens « , /S , y , / qui entrent dans les 
.équations de la droite génératrice , trois quelconques étant fonctions 
du quatrième y il s'ensuit que le résultat 4e Téliniiuation de TiiidS* 
lermwée « evtre les deux équations 

y^ftx =4«* 

est en quantités fiaies l'équation de la sur&ce généralement engendrée 
par le moÛTement df une ligne droite. Ce résultat est l'intégrale finie 
de l'équation (^) , complétée par les trois fonctions arbitraires 

♦.> 4 > "^^ 

y. 

Dt la caractéristique sur les surfaces dont V équation aux différences 

partielles est au troisième ordre. 

La méthode que nous allons donner pour trouver Téqnation de la 
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caractéristique , convieBt à tous les ordres , quoique dans lexpositiou 
que nous allons eu &ii*e elle ne soit appliquée qu'au troisième. Soit 

F[x,jr,Zyp,ç,r,s,t,u,Ui,w,f^]=o (G) 

une équation quelconque aux différences partielles du troisième ordre ; 
si dans cette équation on élimine trois quelconques des quatre dif- 
férences partielles supérieures k , u/ , w , (^ , au moyen des troi^ 
équations 

dr= udjc '-\' ludy j 

ds = tudac + wdy , 

dt = wâj- + i^dy- j 

par exemple , si Ton élimine les trois dernières u/ , tv , v , on aura 
une équation aux différences ordinaires B 

fi^^jr^^^Pyq^r.s, t, dxjdjr,dr,ds^ A, w] == o . . (JST) 

à laquelle satisferont les équations particulières de toutes les surfaces 
individuelles soumises à la génération exprimée par Téquation (G). 
Quelle que soi t^ donc une de ces surfaces individuelles, son équation 
particulière pourra toujours être mise sous la forme (H) , et les 
équations des différentes surfaces individuelles , mises sous cette forme, 
ne différeront entre elles que par la quantité u , qui , dans chacune 
d'elles, sera différemment composée des quantités a: , j- ^ z. Ainsi, 
en considérant une des surfaces soumises à la génération exprimée 
par (G) , et son équation étant mise sous la forme {H) , si l'on suppose 
qu'une ^quelconque des trois courbes arbitraires qui dirigent le mou- 
vement de la génératrice , vienne à éprouver une variation infiniment 
petite , l'équation (H) n'éprouvera d'autre changement , sinon que 
la quantité U changera de valeur et deviendra u' ; et les deux sur£ices 
qui correspondent à ces deux valeurs successives de u se couperont 
en une courbe , pour les points de laquelle les quantités or , 7* , 2 , 
P > 7 > ^ 1 ^ 9 ^ I et leurs différences ordinaires dx^dy^ dz y dp ^dq^ 
dr y ds , dt auront les mêmes valeurs , soit que l'on considère cette 
courbe sur la première surface , soit qu'on la considère sur la se- 
conde. Cette courbe, qui est constante, et pour les points de laquelle 
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les différences paitîelles des ordres infibîenrs , ainsi qne lenrs dîffiS^ 
rences ordinaires , ne changent pas lorsqu'une des directrices éprouve 
une yariation , est donc indépendante de ce qu'il y a de particulier 
dans cette directrice } elle est donc la courbe à laquelle nous avons 
donné le nom de caraciéristùfue , et il est évident qu'en général il 
peut j en avoir pour le même point autant qu'il y a de directrices 
arbitraires dans la génération , ei par conséquent autant qu'il y a 
d'unités dans Tordre de l'équation (6). Donc , si Ton différentiel 
réquaiion {H) en regardant u comme seule variable , l'équation 

que Ton obtiendra , appartiendra à la caractéristique. Or il est évident 
que , sans effectuer FcquatioB (B) , on arrivera à un résultat équi- 
valent , si , après avoir différentié l'équation (6) en regardant connue 
seules variables les différences partielles iijUf^tv,f^,de l'ordre 
supérieur , ce qui produira une équation de la forme 

on substitue pour dm , dw » dv , les valeurs que l'on trouve en £ffé^ 
rentiant dans la même hypothèse \^ valeurs de dr ^ ds ^ dt ^ qiu 
doivent aussi être constantes. Mais cette dernière différentiation donne 

dudx + duidy = o , 
duida: + dwdj- =; o ^ 
dwdx-^ dvdy = o,. 



et par conséquent 



doc 
dm = — — ]| — du , 

djr 

dac^ 
dw=^ j du y. 

dxi 

w = — , . du. 



djrl 

Donc y par la std>stxtution ^ on trouvera pour l'équation générale dir 
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la canctéristSqtte 

n esfc^àcile de reconnottrela loi diaprés laquelle on formera réqnaûon 
de Ja cai^ctéristique pour un ordre quelconque. 

VI. 

dr 

Li'équation (K) de la caractéristique est, par rapport k -^"^ 

d'un degré algébrique aussi élevé que Tordre de la proposée (G). 
Lorsque tous les facteurs de cette équation algébrique sont rationnels , 
il y a pour le même point autant de caractéristiques indépendantes 
que de 'acteurs , et chacune d'elles correspond à celle des courbes 
arbitraires qui la produit par sa variation. Si <)uelques-uns de ces 
fiicteurs sont ^aux entre eux , les caractéristiques correspondantes 
coïncident en une seule ; mais en général les fiicteurs de Téquation (X) 
sont irrationnels : alors les caractéristiques , dont le nombre est 
toujours égal au degré algébrique de Téquation (K) , n'ont plus 
d'équations distinctes ; elles ont une équation intégrale commune du 
même degré algébrique , par rapport à la constante arbitraire , que 
réquation (K)} et si Ton déterminoit cette constante de manière que 
la courbe passât, par un point donné de la sur&ce , il yiendroit pour 
cette constante des valeurs différentes , dont chacune conyiendroit à 
une caractéristique particulière. 

VIL 

Si réquation aux différences partielles (6) est linéaire par rapport 

aux différences partielles de Tordre supérieur, Téquation (H) sera 

aussi linéaire par rapport à la différentielle partielle restante ; et en 

supposant que cette différentielle partielle soit u , Téquation (H) sera 

de la forme 

;«f+2Vii = o, 

dans laquelle M et Nf qui peuvent être fonctions de a? , ^ » z ^ p^ 
if^r^Sj t^ dx, dy y âr^ ds , dt^ ne contiennent point u. Lors 
donc que Ton différentiera cette dernière équation en regardant u 
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comme seule var'able pour avoir IVquation («/), on aora pour éqnaiioii 
de la caractjri/ tique iV=o; et parce que cette courbe est elle- 
même sur la surface courbe , et que l'équation 

M+Nu=o 

a aussi lieu pour elle , il s'ensuit que l'on aura encore ilf =: o. 
Donc on aura pour la caractéristique les deux équations aux diffé- 
rences ordinaires 

ilf= o, iV = o, 

qui seront toutes deux délivrées de la quantité u ^ et qui seront par 
conséquent indépendantes de tout ce qu'il y a de particulier dans 
les courbes arbitraires qui dirigent la génératrice". D suit de là qae 
si 1 on intègre ces (ieux équations , soit directement » soit au moyen 
des autres équations aux différences ordinaires 

dz = pdjc -f- çdj- , 

dp = rdjc •+• sdj" , ' 

déf=zsdj^ + tdjr, • ^ ; 

ce qui produira deux équations intégrales 



-¥ = 



r^n. 



dans lesquelles « et j8 sont les constantes arbitraires introduites par 
l'intégration , et oii A' et i^ sont des fonctions connues de x ^j- , z ^ 
p 9 Ç 9 r^ s j t ; les deux arbitraires « » jB , seront toutes deux con3- 
tantes pour la même caractéristique , et elles varieront toutes deux ' 
lorsque l'on passera d'une caractéristique à une autre infiniment voi- 
sine : ces deux arbitraires seront donc fonctions l'une. de l'autre , ejt 
l'on aura pour équation de la caractéristique 



X= 



i^= ^1 



« étant l'arbitraire unique qui détermine la position de cette courbe. 
Or la .surface courbe peut être regardée comme le lien de toutes 
les caractéristiques successives que l'on pbtiendroit en doi^nant spû' 
cessivement à # toutes les valeurs possibles. Donc on aura l'équation 
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de cette, surface en éliminant « entre les deux éc[aations intégrales ; 
ce qi)i donnera pour ttne des intégrales premières 

Vin. 

# _ • 

' * • V 

On trouyera pour la caractérisd({ue deux ëquatipns aux différences 
ordinaires » telles c{ue 

if = o, iV=: o, 

é 

non-seulement lorsque la proposée (6) sera linéaire par rapport anx 
di^rences parrïeUies de* Tordre le plus élevé u ^ ut, w ^ y; mais 
encore lorsque lès trois quantités iitv-*-i«* , uy — tuw, tuy-^^ 
y entreront elles-mêmes linéaires ; car il est facile de vérifier que si 
Ton chasse de chacune de ces quantités trois des dîÉfëreàtielles par- 
tielles u^ uij w i y y la quatriètne se trouve linéaire. L'équation (H) 
se trouvera donc encore Knéaîre par rapport à ei, et lorsqu'on la ^ 

différentiera en regardant u comme seule variable y on aura deux 
^équations 

« • - 

• Pour les ordres supérieurs , la caractéristique aura de même deux 
équations aux différences ordinaires , non-seulement lorsque l'équation 
aux différences partielles sera linéaire pai^ rapport aux différences de 
Tordre le plus élevé y mais encor# lorsqu'elle le sera par rapport à 
toutes les quantités de la forme suivante 

/ d'^z \ / d-z \ ^ / d^z \ f d'^z \ ^ 
\ dxdf^i ) \ dasf^dy^ / ~^ \ dx'ày- ) . ^ dxrdf^"' / ' 

pourvu que dans chacune des quantités de cette forme on ait 

gr + A = A + m. 

:Car en idassant de ces quantités toutes, les différences partielles , 
excepté une , cette dernière se trouve linéaire. 
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IX. 

Dans tous les antres cas , féquation (ff) ne sera pas linéaire par 
rapport à u ; par conséquent l'équation (/) , qui est sa dxfférentieUe 
prise ea ne faisant varier que u , ne sera pas délivrée de u. Cette 
éqaation ne sera donc pas indépendante de la a>arbe ail>îtraire dont 
la variation doit produire la caractérisûqne. L'on ne pourra faire 
^parottre u qa'en éliminant entre les deux équations {ff) , (J) , ce 
qui produira pour la caraaérisûque une équation nnîqne aux difté- 
rences ordinaires. Cette équation nniqoe * qui résultera de l'élimi- 
vation d'une quantité âevée , seni elle-même .élevée, let ne satisfera 
pas à l'équation connue ooifs 1^ nom de condition d'intégmbilité, 
condition qni n'est autre que celle d'apparticiûr k une sniûce cowbe ; 
mais cette équation n'en ei)irimeRa pas la cflanctérisiiqae d'une manière 
moins complète , et l'intégnition dont elle est susceptible ne conduira 
pas moins à Tiniégrale de l'équjidon (G). La manière de traiter Iss 
équations de ce genre ouvre une noi^vdle brandie de calcul int^ral , 
4ont nous dotmerons «ipo^qoes exenqjes en traitant de la génératioa 
des courbes à double courbure, ce que nons ferons incessamment, 
après avoir terminé ce qne nous novs proposons de dire sur U 
génération des sni&ces. 

Nous allons appUqoer les réndtats qne nons venons de trouver, 
k l'intégr^on de Téqoation de la sni^ce généralement engendrée 
par le mouvement d'une ligne drohe. 

Si l'on différentie l'équad^m (A) en regardant u , w , w , f comme 
seules variables , on trouve 27= i , jg^ S « , ff= 5 «■ > F =: «i j 
et substituant ces valeurs dans (S) , on a ponr première équation de 
la caractérisdque 

djri ■^Sttdj'dx'^' S m* df^dae* — mi dxtss o. 

Or cette équation est un cube parfait ; donc , ponr la snr&ce dont 
^ s'agit, les trou caractéristiques coïncident et se conCandent ea Uw 
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•rak courbe 9 qm a poor ime de ses écpiai^^ 

mi, substituant pour « la quantité qu'elle représente; 

Au moyen de cette équation , et chassant de (^les quantités u» ui^ 
IV , F y on trouve pour la seconde équation de la caractéristique 

drdx*'^2dsdxd^'{'didjr^ = o': (F)- 

Des dem équatbns (£) , (F) de la caractéristique » la seconde est 
k différentielle de la première prise en regardant / comme gob»-' 

t 

que , pour abréger , nous continuerons de représenter par a , est dcmc- 
constante dans toate l'étendue de la même caractéristique. Ainsi ^ 
pour cette courbe » à la place des deux équations (E) ^ (/^ ^ on peut 
employer l'équation (E) et la suiyante 

qui remplacera Hntégrale de (F) , et dans laquelle a tiendra lieu d*un6* 
constante introduite psûr intégration. Mais l'équation (£) peut ébe^ 
mise sous la forme 

dpdx + dqdjr = o ,. 
ou 

dp+ mdq =s Oi 

de plus , chassant dj de i&=;^dlr-f- qdy , on m 

dz (/^ + «9) dsC :5s O^r 
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Donc pour la caractérisiiqiiev p* a *» dilKreiices ordinaires les trois 
écpiations suivantes , dont deux comportent la troisième 

dp -f- ctdç = o , 

dyrr^i^<fyi:rTP.Q9 
di — (;? -h cfcç) dr = O. 

Les intégrales de ces trois équations , prises en regardant comme 
cqnsta^te h cjuaptité « qip ne vjjrie p^ dans la même c^r^çtériçtiçpie , 
seront complétées chacujie par une arbitraire qui sera aussi constante 
pour la même caractéristique , et qui sera par conséquent une fonc- 
tîo«> arbitraire à^a^ Aiwi , e* fsi^% pour abrégeç 

= (t, 

t 



les trois intégrales de Téquation {^ seront 

P -h «7 = ♦« f 

z — (/> "H «ç') ^ = '»'«• 

Enfin , en opérant sur ces trois équations comme nous avons fait 
dans les articles III et IV , on trouve les trois int^ales secondes et 
rintégrale finie. 

XI. 

Trois courbes à double courbure étant données dans Fespace j 
trouver ï équation de la surface engendrée par le mouvement d'une 
droite constamment appujée sur ces trois courbes. 

Les équations intégrales de la sur£[ice 

Y— «* = 4* 

devant avoir lieu en même tems que celle de chacune des trois 
courbes données , il s'ensuit que si entre ces deux équAtions et celles 



( ,aû9 ) 
'de la première conrl>6 oa élimine oc yj^z^ on aura en «,(]>«, 4*^ > ^* « 
une première cquatiçn j ppérîpit de même sur les deux autres courbes , 
on aura deux autres équations en «t , <pa , 4* > ^* ^ tirant de ces trois 
*éc]uations \e:& valeurs de <p , 4 > v ^les formes de chacune de ces 
ibnctions seront détemai-nees. Mais , sans effectuer cette dernière opé- 
ration <{ui svpipase.4a résolution des équations , si entre ces trois 
équations et les deux équations intégrales on élimine les quatre quan- 
Ikca «. , 4> « 9. 4^ et ir « , ou aura en ço , j » z ^ ^éq^ation . de la surface 
demandée* 



I 

^ 
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Dé la surface courbe ' qui enveloppe une suite ' dé- sphères variables 

• • • • 

de rayon » et dont les centres sont di^ribuês' sur une courue 
quelconque. 

•T. 

En considérant une quelconque dés sphères *entveJopp8ès , il est 
Êicile de reconnoltre que pour cette sphère , le rsr^on et le^ trots 
coordonnées du centre seront constans^ ; mais si Ton passe dé cette 
première sphère à tme autre, c'est-à-dire, si l'on suppose 'que le 
rayon varie , la position du centre , et par conséquent les trois coor- 
4Mmifis q«M, déterminent sa position varient aussi. II suit de là que 
de ces quatre quantités , si une seule est constante ou variable les 
trois autres sont de même constantes ou variables : ainsi trois d'entre 
«Iles sont des fonctions différentes de la quatrième. La forme de 
ces fonctions dépend de la natuihe de la courbe sur laquelle le centre 
doit être placé ,^et de la relation établie entre le rayon et la position 
\ du centre /et si Ton veut obtenir des résidtats qui soient indépendans 
de cette relation iet de la nature (ïe la courbe, ces fonctions doivent 
être regardées comme arbitraires. ' Donc , en nonmiant a le rayon de 
^ la sphère , les trois coordonnées du centre seront «» ^«^ 4» , 9r« , et 
Téquation de la sturÀce àe cette sphère sera 

* • • • * 

(«— ^ «)• + (/.— 4*)' + ^— »«)• = «• ...... (A) 

«7 
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( aïo ) 
l'enveloppe devant tonclier deux sphères consccntîves , les pomts de 
la surface de la sphère qui appartiendront aussi à Fenveloppe seront 
ceux qui ne changeront pas lorsque la sphère changera , c'est-à-dire y 
lorsque le rayon « et les trois fonctions ^ , 4 > ^ » T^ en dépeiKlent 
éjprouveront une variation. Donc , si l'on différentie FéquatioB de la 
sphère en regardant « comme seule vatriable , ce qui domieni- 



i 



•• • 



. w 



on aura une équation qui amafiiog drê, ^^1^ ligne de contact de h 
sphère avec Tenveloppe , quelle que soit e , c'est-à-dire , quelle que 
soit la sphère que l'on coi)Si4è^. Donp, le résultat de rêlimination 
de l'indéterminée « entre ces deux équations donnera en x ^ j ^ z y 
l'équation ikûe.d(e l'^vçloppe demandée j.^et cette équation coo* 
tiendra les trois foftctictns adûtraires ^^ 4/ ^- 



U. 



La nonnale pi^ée par i^i point quelconque 4c,renyeIoppe, ^nt 
aussi perpendiculaire à la surface de la sphère qi^i touche Tenyèloppe 
au , même point , pasife par le centre de la sphère. Or ^ en îabant pour 
abréger 

I • • . • . , 

" >' •* o îï ' • ' ■ * 

les cosinus des aAgTe/qoe'Ia nortnale fait avec lès* ><h)is ' d>onlotta&5 
* » 7" » * » sont respccùvemènt 



k 






±: 
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^ Donc, il sera iacilç d'avoir les rapports du ravoir de la Vphcre avec 
it% parties qui lui correspondent suç chacune de ces coordonnées . 
rapports qm soi^t e;s^rm(ies. par les trois équauons suivantes 

(^ — f; * + •^/^ = o • r- • V • • -, • • • •. • • (w 

(j' — 'l) A + *7 = o : (^> 



( 2ï? ) 

Xîes trois équations., comîbmécs deux à deux (ce qui peut se faire de 
't.rois manières différentes ) , donijcfont , par l'élimination de Findé- 
ter minée « , les trois équations aux différences premières de Fenveloppe 
4enmi|déer, ^t dent c^çi^e nfife^feçipeça plus ^q^6 .^ew foactions 
arbitraires ; «ais réJiçp^ifltîtiipij 9e pouvant s'fsxéfn^er tant qu^ 1/e^ 
§o^çxfies j^ fonctioi^ ne scqjf p^s ;^éjen](iaé^ , il s'ensuit que ct$ 
4rpis diférçntiel^çs pr^^^î^t^res sc^t rei^résentées çhapune par le syst^fnç 
^p .4^ux équation^ ^^^ve, lef gi^e^le^s iji ùmi çUminer ^indéterminée «. 

On arriverait fad|fU](ient à. ce rj^ulut par les; différentiatiops . de 
réqnation (/i) , prises en regardant d'abord jc , puis jr , comme seules 
Y|Lrj[94^1(^ , til sn 5>:aifa;i^ « ^n^e. consta.njLe. danà les deux op^érations '^ 
:4:e qui est permis par l'équation (B)j et éliminant ensuite entre (J/) 
<ii les denx diflëréntieUes «ae dep trois fonctions tulntraires ^ , 4» v« 

Les normales à la surfaee menées par deux points consécutif» de 

la ligne de contact avec la même sphère, passent'par le centre : donc» 

le rayon dé la sphère quç nous avons jusqu'ici représenté par a , est 

an des deux rayon^ djs courbure de la «urnce enveloppée* Or , nous 

ayons vu (parag. i5) que l'expression du' rayon de courbure est la 

▼aleur de R tirée de l'équation 

' . • » ' < . 

Donc , si dans les trois équations (C), (Z>), (E) on sobsdtue pour» 
cette valeur de A, les trois nouvelles équations 



(« — <pM) k -^ pR sz o . (F) 

(j—^f^f^i-fR^o. (G) 

.( * — «r/î) A .+ jR=;o. (fi) 

seront , aux différences secondes , celles dé la sur&ce demandée. 
Chacune de ces équations contient encore une fonction arbitraire 
et exprifne seu^e .toutes les sur£ices soumises à la même génération. 



/ 
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Toutes les HoMiales à h ittrfiice mebées par les points dé sa lîgne 
de contact avec là même spfa'èi^e \ passant par le centre dé cette sphère ,. 
it s'ensuit , i**. qae cette lîgne de èontact est une des lignes de conr^ 
bure de la sur&cc cfnVeloppë j a®, que pour toute une ligne de- 
courbure , le rayx)ri dé ' côtit^bure est constant. Or , nous avons vu. 
(parag. i5) que réquàti6n''de'la ligne dé- courbure est 

^ CCI + y") ^ •-- WO + ^ C(x + 9^ «^0 +/>•) O- t(i + ^'O >-;^^ 






Donc, en posant cetteidcnniièrs éqoatiott-, on-doitavoiE 
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Si donc on représente par » la yaleur de -^- tirée de Fécpittion {e) > 
il faut qu'on ait en^ménke tems» 

dr 

quelle que soit la valeur de -^ : donc^ éliminant ce rapport, 

réquatibn des diâerenceis partielles dû troisième ordre de là surfaces 
demandée pourra être mise sous la forme abrégée 

m^-m-- « 



qu'on obtiehdroit également en difieirentiant cbacune des équations 
(jp) , (G) , (/;?) , de manière à feire disparottre la fonction arbitraire 
qu'elle renferme. Enfin ,. développant cette équation y et fiedsant pour 
abréger 

(i -^ q-) k -{- Rt =: C 



ce qui donne , en vertu de (d) 

«m aara , potir la sur&ce demandée Téquation linéaire aux différences 
troisièmes 






4r 




V. 



Etant donnée l'équation linéaire aux troisièmes différences que Ton 
▼ient de trouver , si Ton se propose de déterminer la caractéristique 
de la surface à laquelle elle appartient , en opérant comme on Ta 
vu dans le paragraphe précédent , on trouve pour équation de cette 
coujcbe 

.qui est évidemment composée de deux facteurs ^ et donne les deux 
équations suivantes 

djr — tàdjc =0 (L) ^ 

Cdj^'\'^Bdxdj:-\rAdx^z^Q,. . {M)^ 

Le premier de ces facteurs 'n'étant autre chose que l'équation (e) ci- 
dessus j il s'ensuit qu'une des caractéristiques , si toutefois elles sont 
différentes entre elles , est une des lignes de courbure de la surface. 
Le second facteur ^ parce que l'on a AC = B^ , est un carré parfait 
dont les deux racines égales peuvent être exprimées indifféremment 
par l'une des deux équations suivantes 1 

Adx •+• Bdy = o^ 
Bdx 4- Cdj =LOy 

qui , en remettant pour A y B^ C y leurs valeurs , deviennent 

kidx-\-pd£)^Bdpz=LO (iV) 

k{dj^qd^^mq = o . .'. (O) 



( a»4 ) 

et par réliniination de R j donnent 

dq (doc + pdz) — d^ (djr -f- qdz) = o . 

Or , si Ton dévdoppe cette denûère équation^ qui tient Uea de diacmc 
des deux facteurs égaux de Féquation (M) , on retrouTe encore 1 équa- 
tion (e) ; ce qui est facile à vérifier. Donc , les trois facteurs de 
réquaiion de la caractéristique appartiennent à la même courbe. Ainsi , 
pour chacun de ses points , la surface que nous considérons n'a 
qu'une seule caractéristique , qui est une de ses deux lignes de cour- 
bure , et dont l'équation peut indifféremment être mise sous l'une 
des trois formes (L) , (2V) , (O). Il suit aussi de là que les troi^ 
fonctions arbitraires qui compléteront llntégrale complète 4e 1^ 
proposée , seront comportées d'une même quaptiié. 

lia caractéristique devam se trouver sur la sar^ce ^ eUe sera exprîr 
mée par Inéquation de la Sur&ice et par 19^ ^p^Qoq^e des Iroîs 
équations (L) , (N) , (O). Posons d'abojsd que ce soit par l'équaaon 
(L) , et prenons la proposée sous lu forme (/) , les ^n^: équatioi^ 
de la cars^ctérjstique seront donc 



i-Ê-) +• (■§-') = '' 



djr — ^dx 

xpn y par l'élimination 4e a » donnenjt 

dR\ . . / dR 



m 



dr + 



(#) *- = <• 



ou dIA= O; 



d*où il faut conclure que dans la suHàce que nous considérons po4ir 
une des lignes de courbure , le rayon de cette courbure est constant. 
Actuellement , si des d^ux équations (iV) , (O) , et de dz=pdji:^çdjr ^ 
qui appartiennent toutes trois à la caractéristique , on tire les valeurs 
de doc ^ djr y dz f ce qui donne 



da:+R4^ — o, 4^ + /id4- = o, dz 



Rd^ = o. 



,^ 



(ai5) 

les équalioBS de la càraclcristique seront iadifféremmcnt l'un des 
m>is systèmes sui^ans de deux équations 

dÀ=Or dïî = o, <ZR=:o, 

Or , dans chacun de ces systèmes , en vertu de la première équation , 
ta seconde est une différentielle complète : donc, l'intégrale première 
de la proposée est indifféremment Tune des trois équations 

» — /i -4- = -kR' 







iâi , à la, Çjlace - de. flt * oa atibstHue '«à «ralcar tirée àe Téqnatioq (d) , » 
it ost. 4^i4cftt'4tt€k:cbaGUBe' de oes^^trois intégrales Bcra aux «différences 
^tteUesiISQOOitde^ $'ét odmplétée : par ûune ;£onolio& «lirbiinûre partît' 

tM4içi;&« 

•.,]..- . t'V'l I: • • • 

Les trois intégrales, premières que nous'venQtxs jdc. trouver , ne con- 
tiennent de différences Secondes que celles qui entrent dans la valeur 
^'jRi d^nc/ sir -ea^c^K^inatiCfees 'épiions deux à'4deux^ ce qui peut 
se faire detr^i$'ii^9iiiètie9'.di4iisc]ite6 i o^jéliMine-entrex^Ues -la quantité 
R , les trois résultats , qui ne contiendront plus que des diflérences 
premières, et dont chacun renfermera deux fonctions arbitraires, seront 
lès trois intégrales secondes -, mais la quantité R devant être éliminée y 
sa valeur est indifférente , et à sa place on peut mettre une indé- 
terminée quelconque «. De plus , cette quantité se trouvant sous les 
fonctions arbitraires , Télimination dont il s'agit ne peut être qu'in- 
diquée : donc , les trois intégrales secondes de la proposée sont les 
résultats de l'élimination de « entre deux quelconques des trois 



équations suiviiBtei 
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T.nfin , éllmînant p et q entre les trois ëqnatîons précédentes et 
dz^=zpdx'^qdy y on aura deux équations délirrées de toutes diffé- 
rences partielles , et qu'on peut obtenir facilement de la manière 
suivante. Carrant les trois ^équations et ajoutant , on a d'abord 

puis multipliant la première par dx , la seconde par dj ^ «joutant ei 
chassant k au moyen de la troisième , on trouye 

(a: •*<• ^flt) i£r ^ («jr .— 4fle) J7- -H (c •^- trft) £& ss o. 

Or , oette dernière éqmtion étant la difiërentieDe de la précédente V 
prise -en regardant a comme constante , ne peut av^r lieu conjoin- 
tement avec la précédente, à moins que la différentielle de celle-di, 
prise en regardant tt comme seule yariable , n'ait lieu. Donc , i ht 
place de ces deux équations , on aura les deux suivantes 

(^ — ♦)y + (^ — 4)4'+(« — îr)^ = — «, 



4p]i ^ étant délivrées de toutes différentielles , et comprenant trois fone- 
Âons arbitraires , seront f intégrale complète de la iHX>posée. 
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§• XXIÏI. ' 

,1 ' ■ ■ • . 

De la surface courbe dont' toutes les normales sont tangentes à la 

surface ^ùne même sphère. 



f.' • 



Génération de la surface. 



Si ) toxisidéraiit les normales d'une, snrface conrbe «n général , on 
se propose de passer d'nne qaëlconqae de ces normales à une autre 
ÎE^finiment. voisine I et qm soit dans le même plan que la première ; 
on sait , f^r las pipojmétés des lignes de courbure , que te passage 
peut toujours se faire de deux manières' différentes ; ce qui détermine 
deux nouvdles normales : et que les deux plans menés par la pre- 
mièrç normale et les deux antres > sont rectangulaires entre eux. ' ^ 
Concevons la surface qui est toudiée par toutes les normales', surface 
qui n'est autre chose que Fenveloppe ou la limite de f espace qu'elles 
occupent toutes | puis considérons une normale quelconque , avee les 
deux autres normales Infiniment voisines de la première , et dont 
chacune esi dans un m^e plan avec elle : cela posé y si la première 
aorini^Jie €t une des deux autres ne se rencontrent pas dans un des 
points de la. surface touchée , le plan déterminé par les deux normales 
aéra tangejtf. - à cette dernière surface , puisqtt'il passera par deux 
tangentes infiniment voisines-, et le second plan déterminé par là 
troisième normale sera perpeiidiciilaire à la surface touchée dans lè 

m 

point de eontact de cette surÊice avec le J>remier plan. 

U suit de là , i^. que lai première et la troisième normale seront 
les tangentes consécuiiveà d'une même courbe tracée sur la surface 
touchée ; 2^^ que ces deux droites se rencontreront en un des points 
de cette snrface , qui sera par conséquent le lieu des centres d'une 
des courbure» de la surface proposée; 3<>. que la courbe touchée 
par la suite des normales qui se coupent ainsi consécutivement , sera 
le lieu des centres de courbure des points de la surface qui sont sur 
nne -même ligne de courbure ; 4^* T^^ ^^^^ ^^^ plans osculateurs de 
cette courbe seropt poroiaux à la surface des centres; que par 
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conséquent celte conrbe sera , sur la surface des centres , la plus courte 
que Ton puisse mener enlrc ses extrémités ; 5*. enGn , que la ligne 
de courbure dont elle contient les centres ^ sera sa développante ; en 
sorte que la partie de la normale comprise entre la surface proposée et 
cellç des centrçs , sera égale à Tare rectifié d^ cettp cQurbe* *. 

Passant au cas particulier , qui est Tobjet que nous traitons , et pour 
lequel la surface toucliée pai* toutes les normales , est celle d'une sphère , 
on voit que la surface de la sphère esî^ le i^u >des centres d'une des 
courbures de la surface proposée ; que la courbe touchée par la suite 
des normales qui st ampent successivement sur la spbèfe^e , étant la ligne 
la plus courte dur cède surface y est kr drcottfétfdnce d'uo grand cercle ; 
que s^r la proposée» Ja ligne de couii>ure , èopuia cifooiifiSreiice de ce 
cercle confient les centres , est une coavbe planer ^> ^ que cette courbe 
^t L^ spiral^ d4ve)c^]^iiiie d€( .<:e gfund oeroiàf * i ' 

ActqellemeoJt, soient sur k surlace proposée deox de ces lignes de 
courbure çQBfitcuiW'^ > oomiue; leurs plans pastenc tous deux par le 
centre dQ U Wfhcr^ % Is se couperont en une droite qui passera aussi par 
)e cepitreM Pe ]^lii$*, <î ^ sur la fiône cdmpnie ieure cea deux pJan^ , ou 
conçoH 1^ éléraeas de toutes les l^es de Panera courbure » ces 
élémiens ,^ q^; .doWf pt . énte paft>Mdi€iikire8 aux lignes de la pwmièt^ 
courbure , sero^it .p^fpdn^iciUBÎrfs k leurs plans. Donc , lu aidue pouiM 
iêtre regardée conime am foseau infiniment étroit de k turbce êé 
révolution eiigfudne pftf lei ^lOuvett^nt de la première des lignes d« 
covnrbure autour def^ drpite ^d'ipters^oton dek data plans , et cet axe 
xpaxo^n^a^ de révQl«ii(m sera M Ueu^des centrea de Fautre courbure 
^ourious les jp^i^t^^f ia i|ô||Q>àkqueUe il correspond. 

Si donc on copgoit U WH^ 4fi loutts loi tonurbes planes de la pre« 
i^ière co^buife.) Jeilif plaids ae 'eouperant confécativesnent dans des 
4{^iM q|Qi.pf|s^erOiM^tW(es pa9 je<ODtre de ]a3phère;; œs droites seront 
'f/^. çpwéf{UWH fv^ ^fls mffy^^ epnîqûe dont le sommes sera au centre 
4e l^ spbkjp^3 et À laq«eU< i«^ le& plans dss lignes de première courbure 
f^Q^ t£^ens« Donc y si JSifi 4f «es plasia rende ambur de'JaiSur&ce 
conique , À c^iaqDe iqsmit du mouvement il tournera autour de la 
^ro^te de sp|i imeraeçtioqk, ^w< 1? plan suivant , et la H^e de courbure 
qu'il contient , coïncidera sutcces^vement avec toutes les autres. De là 
se déduit la génératîoa suiva^jUe. » . , - . - 



( ^»9 ) 
Aprâfi^ wok tmcé 5iir '^n ^âù , i«. 'im* cercle il'iuï rayon ogiA k celui 
4é lâ spiièrs ; i». tme sptipale dêHVdpptuÈÈiis âé ù&t^tcië^ Màfirbê avoir 
nri^ ce pltii eâ àôm^ct avec Àiie'sM*fàeé cûiiiqne 4 base <{tiélcoiique , 
de flumièi^ qtte le céatt^e'da ceîfc^ sdit âti somitiél dil cône , si Ton 
conçoit que fè plan toVde âtitbtlr de la sorfiteé conlqiÊie , le <^ntre dû 
cenfle ne qtdttcra pai lé somxriet du cône ; la circonférence engendrera 
la suf&de de la sphetè d6nt lè centime Sera au sommet dix cône, et la 
spirale engendrera la surface proposée. En effet , cette Jurfitce n'aura 
«p^cwieupinwde iapû na aolt usAa^nonofik k la Sijfh^ i^ratrice dans 
le plan de laquelle elle se trouve , qui ne soit par oQnaéqcmtf tapgente 
au cercle dont cette spicale est la développante , et qui ne soit enfin 
tangente à la surface de ia sphère dont ce cercle est générateur. 

lia proposée lia., ^çunç jipcro^e par laip^eiie passe le plan gc- 
.^éfateur daos.ufi 49s;Wt de ^pti xpouvepieiit ; . or , pendant tout le 
jBOuviçment , ce j/lap. ne cesse d'être tangent à la sur&ce conique : 
dmc 9 il n'/ a ^ucupe ,pormaIe qui ne touche la surface conique , 
snr^ce qui. est leiieu des centres.de la féconde cQurbujre , comme 
ceUe de la sphère est celui dq$ centre^ide la pr^jiière. 

-' .Lir cimrbe que parcourt chaque point de la qpirale générainGe , est 
î ôdnraanmdkit pérpendiculaîre à cette spîrâle-; eUe est donc «maligne 
"de ramne.cchuèmrd ^BtiM8 4fi point déccivittBi. ne .ch^ pas de dis- 

iBBce^uu MmnUBt ilu*oàim) doiie , chaque figoede la Mc^bde q^vdbuK 
~esL^9ur Am itmrfêcp dWe sjphère dont ie. •cmire. tH au sQinroftt du 

ctfteif Êk dQ(iitle*.ragFQQ» coitsts^t j^ur i^aenm d'^cp en |piarti<hilier , 

est variaMe de l'Uœ i rentre, 

Des arêtes de i rebroussemeni de ia swfaoe. 

La spirale développants du carde a , oomme on sait , un point de 
, relwousaeinent placé sur ia cîroo«Gkmea ^ ptrde développé ; ce point 
peut dira considéré comme Toifigiiie du déveiofipeinant , et la couibe , 
par rapport à lui , s'étend de pan et d'antra dfnne mani^ symétrique. 
Lofs donc que le plan de la spirale roule af^ta«r de la anrfàee conique , 
il est évident qse ce poim doit ^sigendrer une wé^ de rebrouseement , 
et que cette arête est toute entière sur la surface de la sphère touchée 



( *^o ) 
par toutes les normales* Ainsi , toutes les nappes ^ de la snrface ne 
peuyent'^ se prolonger vers le centre que jusqu'à ce qu'elles rencontrent 
la surface de la sphère dans l'arête de rebroussement } là, elles se ré- 
V fléchissent , en sorte qp'aucune d'elles ne pénètre dans l'intérieur de 
la sphère. La surface de la sphère étant le lieu des cenores d'une, des 
courbures de la surface çngendrce , il s'ensuit que pour tqus les poinis 
de cette première arête de rebroussement , un des rayons de courbure 
4e la surface est nul. 



ipremièpe arête de rdirda8sem(Snt> la 



en a encore un€ autre. 



En effet, si l'on considère la génératrice dans deux positions consé- 
cutives , les deux plans qui couviénnent à ces deux positions se coupent 
dans une droite qui se trouve sur Ja surface conique', à laquelle ils sont 
tous deiix tahgens' , et lès deux cfourbes se d:>upent en un point de 
cette droite , point qui est par conséquent* sUr la surface conique. Le 
lieu de tous les points déterminés de cette iiianière siir là surface* 
conique , est' une 'courbe perpééidleinent 'touchée par h. génératrice 
dans tous les instans de sdn mou^ënient j et H est évident qu'eiJb'est 
une airéte de reUroussemeot ,^ car chaque partie de la i^uératrice s^ap- 
proche d'abond de là • surboé conique jusqu'à ce qu'elle lait touchée 
dans cette courbé à laqtielle elle est eUe-siéme tangieiite ; puis ^ par 
le progrès de ta rotation, :du plan ,reUe s'en .écarte .de afeouveau sans 
pénétrer dans l'espace versIequeMa surface 4x>niqué tounie sa; con- 
cavité, espiaoe qui, comnâe' celui de la sphère, est întérdit'à la surface 
engendrée. La surface conique étant le lieu des centres de la seconde 
courbure de la surface engendrée , il s'ensuit que pour tous les points 
de cette seconde- arête de rebroussement, le rayon de la seconde 
courbure est nul. 

Des deux arêtes de -rebrou3sement >que nous venons de considâ^er^ 
k première , ë'est*à-dire , cellequi se trouve sur la sur^ede lu ephère , 
est indépendante de la génération ; elle n'exige que parce que la g^ 
nératrice elle-même a un point ^de^ rebroussement. . JPéur XQVkt . aujlre 
génératrice qui na«roit pas de point delrebitDdsseUnient , la.surf&ie 
engendrée n'auroit pas cette arête. Mais la ^ecouile arête de rebrous- 
sèment , celle qui se trouve sur la sui^&ce conique , est inh^nte à 



I 



• 



( ^ï ) 

la génération; car il est évident que la génération restant la même, 
si la génératrice changeoit de nature , l'arête changeroit de position 
sur la surface conique y sans cesser d'être arête de rebroussement. 

Cependant , lorsque la gcnératrke ne s'étend pas à l'infini dans son 
plan , cette seconde arête peut devenir imaginaire pour une certaim^ 
partie de l'étendue de la surface y et même , dans un cas particulier, 
elle peut devenir entièrement imaginaire , ou bien elle peut se réduire 
à un point unique qui est alors un point de striction de la surface. 
( C'est ainsi qu'on peut appeler le point par lequel une nappe de surface 
passe toute entière pour se convertir en une autre. ) Ce cas particulier 
a lieu lorsque la surface conique autour de laquelle roule le plan 
générateur se réduit à une ligne droite ; alors la surface engendrée est 
de révolution autour de cette droite , comme axe. Dans ce cas ,. si la 
génératrice est toute entière d'un côté de l'axe, l'arête de rebroussement 
est entièrement imaginaire , et si la génératrice coupe l'axe sous ua 
angle oblique j le point de cette intersection est un point de striction. 
Tel est le sommet d'une surface conique. 

De la ligne des courbures égales et dejoiême signe de la surface, 

Nous avons vu que la surface n'a aucune normale qui ne touche 
en même tans , et la surface sphérique , et la sur&ce conique ; que 
ces deux points de contact sont les centres des deux courbures du point 
de la surface auquel appartient la normale, et que la distance entre ces 
deux points est la différence des deux rayons de courbure. 

Actuellement 9. considérons une normale quelconque , et concevons 
que le plan générateur qui passe par cette . normale étant fixe , elle se 
meuve dans ce plan , sans cesser d'être normale , jusqu'à ce. que le point 
de son contact avec le cercle qu'elle touche sans cesse soit le même 
que celui du contaict de ce même cercle ayec la surface conique. Dans 
cette position , la normale touchera la sphère et la surface conique dans 
: le mêfne point : les centres des deux courbures du point de la surface 
auquel elle appartient alors , seront donc confondus , et les deux cour* 
bures de la surface en ce point seront égales entre elles et dans le même 
sens. Or, cette nprmole qui touche dans le même point les deux sur- 
iaccsde^centre^. de çoui*bure^ touche aussi dans ce point la courbe qui est 
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rintersection de ces deux surfaces : de plus, ce que Aous venons de dire 
pour cette normale miroit également lieu ponr toute , autre qui seroit 
tangente à Tratefsection de ces deux sur&ces des centres ; donc , si Ton 
conçoit qu'une droite se meuve sans cesser d^étre tangente à Tinter- 
section de la sur&ce conique et de la sphère , cette droite tracera sur 
la surface engendrée tine courbe pour chacun des points de laquelle 
les deux rayons de courbure de la surface seront égaux entre eux. 
C'est cette courbe qu'on peut appeler la ligne des courbures égales^ 
et de même Signe. Mais la ungente, dans son mouvement, est par- 
tout normale à la surface engendrée , et par conséquent normale à 
la courbe qu'elle trace sur celte surface ; donc , la ligne des courbures 
égales et de même signe , est la développante de Fintcrsection de$ 
deux surfaces des centres. 

Du sommet de la sur/ace. 

11 est facile d'appercevoir que la ligne des courbures égales^ après 
avoir coupé obliquengient toutes les lignes de Tune et de Fautre courbure, 
rient enfin rencontrer sa développée en un point qui est pour elle un 
point de rebroussement. Ce point, qui est sur la surface engendrée, 
puisqu'3 est sur Ja ligne des courbures égales , est aussi sur les deux 
sui^ces des trentres , puisqu'il est sur leur intersection : donc , pour ce 
point , les rayons de courbure de la surûice sont non-seulement égaux 
entre eux , mais ik sont encore tous deux nuk. Ce même point de la 
surface engendrée , en tant qu'il est sur la surface de la sphère , doit 
être sur la première arête de rebroussement ; en tant qu'il est sur la 
surface conique , il doit être sur la seconde arête de rebroussement ; il 
est aussi sur la ligne dos courbures égales : donc , <;'estpar ce point que 
passent les trois lignesjes pltis remarqtiables de ^a sur&ce ; savoir , ses 
deux arêtes de rebroussement , et sa ligne des coutbttres égales. 

De plus , ce point est un point de rebroussement de la pretnière arête 
de rebroussement; car , dans le mouvement du plan générateur, le point 
de rebroussement de la spirale qui engendre cette arête , s'approche 
d'abord de la surface conique , la rencontre perpendiculairement , et 
se réfléchit ensuite suivant la direction contraire. Il est aussi le point 
de rebroiisscmcm de la seconde arête de rebroussement i car cette 
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seconde arête n'est antre chose que la spirale génératrice pliée snr la 
surface coniqae ; et le point que nous considérons est le point de re* 
broussement de cette spirale. Nous ayons tu que ce point est aussi le 
point de rebroussement de la ligne des courbures égales : donc , il est 
le point de rebroussement commun aux trois lignes principales de la 
surface. 

n suit de là que ce point est un véritable sommet de la surface ; non 
pas dans le sens qu'on a coutume de donner à ce mot pour une surface 
conique qui n'a qu'un point de striction au-delà duquel se reproduit 
une autre nappe de la surface égale et semblable à la première , mais 
dans le sens que ce sommet est une pointe au-delà de laquelle la surÊice 
devient ima^naire. 

Jusqu'ici nous avons parlé de ce sommet comme $'il existoit seul de 
son espèce sur la surface : cela n'est ainsi que dans le cas particulier 
où la circonférence du grand cercle de la sphère est multiple de celle 
de rintersection des deux surfaces des centres ^ dans tout autre cas , il 
peut se trouver plusieurs sommets semblables ; et même le nombre de 
ces sommets devient infini , lorsque les deux circonférences sort 
incommensurables. 

Comme ce sommet est le point le plus remarquable de la surface , 
nous le prendrons pour origine dans- les développemens que nous allons 
^ exécuter. 

De la génération de la surface par un point susceptible de deux 

mouvemens différens. 

Concevons une droite tangente à l'intersection des deux surfaces des 
centres , et dont le point de contact avec cette courbe soit le sommet 
même delà surface engendrée; puis supposons que la droite roule sur 
cette courbe sans cesser de lui être tangente. Cela posé , si l'on considère 
sur cette droite , comme point décrivant , celui qui d'abord étoit con- 
fondu avec le sommet de la surface , nous avons vu que ce point 
pafreourrala ligne des couijntres égales ; et parce que cette ligne traverse 
ebKqueiment toutes les lignes de Tune et de l'autre courbure , il s'ensuit 
qu'a rlf. a aucune spirale génératrice sur laqu^le le point décrivant ne 
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poissie parvenir , et dans le.plan de laquelle la droite mo^Oe ne se ttonve 
alors. Dans cette position , la droite touchera au même pojnit et la 
courbe sur laquelle elle a roulé , et le cercle qui est dans le {dan de U 
spirale. Si donc on conçoit qu'elle roule désormais sur la circonfér 
rence de ce cercle sauts cesser d^ lui être tangente , il n'y a aucun point 
sur la spirale génjératrice ;ivec lequel le point décrivant ne puisse se 
confondre : donc , il n'j a aucun point de la surface engendrée sur 
lequel le point décrivant ne puisse se transporter en vertu de s^s deu^i; 
piouvemens ; donc , ce point est générateur de la suriace. 

Pe FéifufUiqn de la surface en quantité^ finies. 

D'après la génération que nous venons d'exposer ^ si Ton considère 
une normale quelconque et le plan de la spirale qui la contient » il est 
évidenjt qu'en nommant L l'arc de l'intersection des deux surfaces des 
centres , étendu depuis le sommet de la surface engendrée jusqu'à son 
contact avec \e plan de la spirale j ilf Farc du grand cercle de la sphère , 
étendu depuis son contact avec la courbe précédente jusqu'à son 
contact avec la normale ; et iV la partie de la normale comprise entre 
la surface engendrée et son point de contact avec la sphère , on aura 

n ne s'agit donc^ pour avoir féquation de la surface ^ que de trouv/er 
les expressions de ce& trois quantitéf. 

Or, la partie de la normale que »ous représentons par N^ forme 
avec le rayon vecteur et le rayon de la sphère , un triangle rectangle; 
dpnc y si ce rayon est exprimé par a j on aura 

Pour trouver la quantité h , soit 

i'équation du plan de la spirale , dans laquelle « est la quantité qui 
détermine la position du plan , et oii la fonction ^ , qui dépend de 
la nature de 1^ «ur^ce conique » ^t par conséquent arbitraire j si on la. 
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diffSrentie en regardant « comme seule raiiable , VimÊtàtm 

% 

que Ton obtiendra , appartiendra à la droite de contact du plan de la 
spirale avec la snrfàce conique ; et Féquatioti de cette surface sera le 
réstiltat de réUfnination de « eâtre les deux éqilàtloitô précédentes. 
Li'équadon d^ la s|i)iète étant 

*• +7"* + «• == «S 

il «'ensuit que ces trois ^atiod», après l'élîttaîitatîwi de *, éicprfaiiefom 
l^ierseetton des deux surfaces des centrer dé courbute. 

C'est donc dans ces équations qu'il £aiut prendre les valeurs de dx , 
djr^ dx ^ pour les substituer "dans la quantité 

Or» si de ces trois équation^ on li^ ies valeun d4 «« /- ^ # » e» 
frisant pour abréger 

on trouve 

Gx s aV« 

G« es a(^— i«y). , 
Différendant et faisant encore, pour abréger., 

*+«* + ♦* = *•» 
on a V 

Gi dx =s 04/1 dm {h* ^4*(«!+.4V)} 
Gidjrsxs a^'dm. {hW — <p (« +^')} 
Gi di es a^" dm { — («4- ^/)} 



Carrant et ajoniant , on trouve» réduction faite , 

G4 (dx\ ^djr»^df)ssa*k' q/i* dm. 
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Quant à la troisiome quantité M ^\\ est évident (ja'clïe est ^gale i- 
farc du grand cercle de la spkère compris entpe ks. droites menées 
du centre aux deux points de contact de |a normale avec .les deiv 
surfaces de la sphère et du c^ne.- 

Soient a:', y\ js', les coordonnées, du' point de contact de la nor- 
male avec la sphère; et a:'^ j-'V ^'^ celles du point dè^coûtact de 
la piéme droite avec -la surfaoe €asi<pie ^ f ces d4iu< points dé contaâ 
et le centre ét^nt Us^ sMnmels . des- tMJ^, ^oiglas- d'im triangle rec-^ 
fangle, il est clair qpe Ton aora^ 

Mzszd. arc. \ cas. == ■ v>" ' /f i — n — % u \ i î 

/ 
I « 

* • 

talenr dans laquelle il faut Substituer celle de a/', /", a". Or , entM- 
'tes iA)is coordonÀées , on a 1es'tr6is étpiatibn^ stdvantes :' 

dont' les deux premiers etprimen^ qoe le"* point' est stir la droite' 
de contact du plan de la spicale avec la sut&ce conique, et dont la> 
troisième énonce qu'il est sur le plan tangent à la sphère dans le point- 
dotit les coordonnées s6tl jc', ^, z'',- 

Donc,' tirant de ces équations les valeurs de x'', 7^, 2^', ee ^i^y 
eu faisant ,. pour abréger 

donne 
on aura 
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et parce que le point de la courbe est un de ccffeix de la nonnale , ee^e 
équation aura aussi lieu pour lui. 

Mais les quantités ccf ct^' sont les sinus et cosinus de Tare de cercle 
dont le développement est égal au rayon de courbure de la spirale ; et 
ce rayon de courbure étant le côté d'un triangle recun^Ie dont le rayon 
Tecteur est l'bypothénitse , et dcmt \% rayon du cercle çst fautre côté» 
son expression sera l/ ( «• + J^* -^^ a* )• 

On aura donc 

équations dans lesquelles A est une constante arbitraire , au moyen de 
laquelle Torigine du déyelopp^ent du cerde » ou le sommet de la 
spirale » peut être porté partout ou Ton veut. 

Si Ton fait , pour abréger , ^ («• 4-/* — a* ) = ii , Téquation de 
la spirale > considérée dans son plan, .«^ra \ 

m m 

Cela posé y concevons que la spir^e » dan^ son mouvement , entraîne 
avec elle la droite sur laquelle nous venons de compter le; x ; cette 
droite engendrera une autre sui^ce conique dont le sommet sera au 
centre de la sphère, et dont la nature dépendra de Ja première sur*, 
face conique que nous avons considérée jusqu'ici , puisqu'elle en sera 
une développante : en sorte que si l'équation de la première surface 
conique étoit donnée ^ celle de la seconde ne pourroit s'obtenir que 
par intégration. Mais dans le cas général que nous traitons, la pre- 
mière surface conique étoit arbitraire ; donc , si la seconde est 
désormais la seule que nous considérions , nous pouvons aussi la 
r^af*der comme arbitraire et primitive. 

Soit donc -*^=^*f — j lëquation de la pouvelle surfece conique» 

dans laquelle la fonction arbitraire « n*esi pas la même que celle 
que nous avons précédemment exprimée par ^ , et qui en est une 
dérivée; si l'on feit a? = ««, cette équation sera le résultat de 
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|- élimination de a, entre les deux saivantel 
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Actuellement , si , d'un point quelconque de la surface engendrée , o^ 
abaisse une perpendiculaire sur la'sui*face conique, cette perpepdi^ 
culatre sera la' quantité que , dans Féquation de la spicale , nous avon^ 
appelée y , et nous Texprimerons désormais ^r V^ la droite menët 
du sommet du cône au pied de cette p^erpendiculaire , sf^a ce qyia 
nous ayons appelé a:, et nous la représenterons désormais par X. 
De plus , le rayon de courbure qui , dans l'équation de la spirale , étoii 

y {oc^ '+'f* +«• r^ û* ) 1 estévidémipent ici y (x? rh^"* +•?* — «* )i 
donc , si Ton Êirt^ pour abréjger , 

* » 

l'équation de la surfisice engendrée sera 

4ans laquelle il ne s^agit . plus que de trouyer les Taj^eups de X et V^ 
Pour cela ^. soient oc', y^ z'^ les coordonnées du pied de la perpep^ 
diculaire ; comme ce point est sur la surfece 4a cône ; on aor^ 

et l'on aura évidemment 

* • 

4 

X* = x'* +y* + «'• = *'* (* + *• +♦•) I 



ili! 



Mais la perpenjdiculaire Y étant un minimum , sa grandeur ne doit 
pas varier lorsque son pied varie y soit en vertu dp la variation seuIi; 
de z^. soit en vertu de celle de «. Donc, les différentielles de Y 
prises successivement , en regardant zf et « comme seules variables | 
iJpivent jStre nulles. Op aura dqnc lès dfsux équations 

(oc ct2')«+(j ♦«')♦+<« — «')=<>> 

(X — «sO +(j-r ♦«')♦' ;s=oj . 



^ 
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qui i ftiisânt ^ pùm ehrégety 

deviennent 

Ce$ deux ^(piatiOiis f pto* réliminatioB de s^ , donnent d'abord nmb 
|>restuéïe Àjùatiott 

1 

k laquelle nous reviendrons. 
Sldl>5titiiknt po\xt z' sa vaïeur dans celles de x' et /% on aar« 

VA»= if/ 



*pà ,^ 4t»ii carrées pour former . k quantité a^» + y* Hh *'• = ^î^t 
dônneroni « 

Jr*A* =5: iifv ou Xh = lt£. 



ï* 1' ♦ 



î » . • « : < 



P^h 'ktrbUtti lè&^^jj^ -^ jr*i% ~i^, dont la sommff 

des carrés doit être égale k JK% on trouvera . 

Ainsi ^substiiuànt'^Mr X ^ Y lebrs valeurs dans l'équation de la 

âorfkce ; bfi atifd • . . • > 

dans laquelle, indépendamment des coordonnées x^y^ z de là Surface^ 
emre encore l'indéterminée * : mais nous ùvOns tu que nous avions 
dfailleurs Téquation 
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donc réquation de la surface sera le résultat de râinuaatioii de • entre 
les deux dernières équations. 

Les deux équations que nous venons de trouver , pourroîent rester dans 
rétat où elles sont; mais si Ton carre la première d'entre elles pourfaure 
disparoltre le radical , il est facile de la ramener à là forme suivante : 

a sin. (JJ— J) + Ucos. (U^ A) = — ^» 

dont la différentielle prise en regardant comme seule variable la quan- 
tité flt qui n'entre que dans le second membre , n'est autre chose que 
l'équation {A) : donc , si y pour d^régtr » du fait 

l'équation de la «urfiice sera le réaultM de râimination de l'indéteiv 
minée « entre les deux é<{aati(Mu 

Avant de quitte^ cet objet , il convient d^examiner les deqx équations 
'que noitt ve&otts de troiover , et qui vom Boot conduire k une a^urdUe 
génération de la surface. 

De ces deux équations , Tune étant la différentielle de l'autre , prise 
en regardant un certain paramètre « comme seule variable , il suit que 
la surftce engendrée est VtûrtUifpe ou la Ikaite de l'espace que 
parcourt une autre surface en vertu de la variation ^ ce paramètre. 

La première de ces équations iVss o » c'est-à^lire , celle de la sur&ce 
mobile, en regardant « comme constant, appartient aune sur&ce de révo« 
lution autour de Taxe, dont les équations sont x == «s ,^ = ^x; car on 
sait que Téquation de cette surface de révolution est 

«a? -4- AT •+ « 
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oa, en conservant les abréviations ci-dessus. 



et il est évident que Téquation A^= o est de cette forme. De plus, 
nous n'avons trouvé cette équation qu'en transportant dans le plan 
du méridien de la surface de révolution , la spirale génératrice. Ainsi, 
la surface mobile résulte de là révolution de la spirale . autour de 
Taxe, dont les équations sont a: = az^ ^ z=z ^.z. 

La seconde équation , c'est-à-ldire l'équation (^) , ainsi qu'il est 
facile de le vériGer , est celle d'un plan normal à la surface conique , 
dont l'équation résulte de l'élimination de « entre les deux suivantes 
ac=: aZf J^ = ^•^ 9 ce plan normal devant d'ailleurs passer par le 
sommet qui est à l'origine : elle est donc celle du méridien dans 
lequel se coupent deux surfaces de révolution consécutives , lorsque 
l'axe se meut de manière à parcourir la surface conique. De là suit 
une nouvelle génération de la surface. 

Si y après avoir mené dans le plan d'une spirale développante d'un 
cercle , et par le centre du cercle , une droite quelconque , on fait 
tourner la spirale autour de cette droite pour engendrer une surface 
de révolution , et si ensuite on fait mouvoir cette sur&ce de manière 
que son axe , sans cesser de passer par le même centre , parcèurro 
ime surface conique quelconque , dont le sommet sera par conséquent 
au centre du cercle , l'enveloppe ,de l'espace que parcourra la surface 
mobile , sera la surface générale , dont toutes les normales seront 
tangentes à la sphère engendrée par la rotation du cercle dont la 
spirale est la développante. 

Des équations en quantités finies des deux arêtes de rebroussement. 

Nous avons vu que la surface engendrée a deux arêtes de rebrous- 
sèment , dont Tune est sur la surface de la sphère , et dont l'autre 
est sur la surface conique perpétuellement touchée par le plan de 
la spirale. 

Pour la première de ces courbes ^ l'équation de lâ sphère doit avoir 

5o 



■j'.*. 
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lieu , c'est-à-dirè , que Ton doit avoir 17= o. Or, si Foa iairodnit 
cette équation dans iV = o , c'est-à-dire , dans 

a sin. (U^ A) + Ucos. {U ^ A) = ^ 



■^> 



tout le premier membre se réduit à une constante arbitraire » t^e 
nous représenterons par B y et l'équation devient 

Bh = ttM* 

DonC| des deux équations de cette avéte de rebroussement , Tune esf 

et l'autre est le résultat de l'éliminatioiï de « entre l'équation 

^ \/(i +«* + <>•) = (*a: + <P7 + «) a 

et sa différentielle , prise en regardant a comme seule variable. 

Quant à la seconde arête de rebroussement , nous avons vu qu'efle 
est perpétuellement touchée par la i^îrale , lorsque celle^i se meut ^ 
pour engendrer la stir&ce : donc , le point de la sjm^ dont \e^ 
coordonnées or , ^, 2 ne changent pas , lorsqu'elle change de posH 
tîon , est un point de l'arête. Or , les detnt équations <le la spirale ^ 
considérées d»is une position quelconque , sont 

dN 



m- 



Donc , si Ton diffcrentie ces deux équations , en regardant « comm^' 
seule variable , ce qui Jie produit qu'ime nouvelle équation 



m- 



et si l'on suppose que ces trois équations aient Tieu à la fois , les 
quantités x ^ y ^ z qu elles renferment , appartiendront à l'arête de 
xebroassenMnt ; donc » les deux équations de ceue courbe sont le 
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I 

résnltat de râimiaation de « entre les trois écpatieou 

iV • =s=0 

De Véquatîon de la surface en différences partielles. 

Puisque les normales de la surface soat toutes tangentes à une 
znéme sphère dont le rajon est « , et dont le centre est à l'origine , 
il s'ensuit que la perpendiculaire abaissée de l'origine sur une normale 
«jnelconque , est constante et s: a. 

Si , les coordonnées du point de !a sur&ce étant st^ y^z ^ celles de 
la normale sont xf^j^^ y, les deux équaûeBS de celte droite sont 

Or 9 fil lefi( équations d'une droite sont 

le carré de la distance de Torigine à cette cfaroite est 

g* + Z?» + (u/Z? — jBC 

De plus , dans le cas présent , on a 

C = — ^, 

danc 9 m/etiant qg» yaleors dans Tci^ression du carré de la distance , et 
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f égalant au carré da rayon , on aura pour équation de la surface 

(a: -^pzy + (/ + çzy + (/fx-'Pjy = a* (t -hp* + r) » 

équation qui , développée , peut être mise sous la forme suivante : 
(x* +^« + z» — «•) (i +/?» 4- ^0 = (z —px^qjrYi 

équation aux différences partielles , qu'on auroit pu obtenir par la 
différentiation des équations intégrales 

N =o, 

Actuellement , nous allons traiter cette équation comme si nous Pavions 
obtenue par d'autres recherches , c'est-à-dire, que nous allons Tintégret 
et étudier la surface à laquelle elle appartient. 

De la caractéristique de la surface à laquelle appartient P équation 

aux différences partielles. 

Lorsqu'une équation aux différences ordinaires à trois variables 
appartient à une surface courbe , à cause de la constante arbitraire 
comportée par son intégrale , le lieu de cette équation est indiffé- 
remment l'une quelconque d'une suite, infime de sur&ces courbes , 
qui toutes ont la même nature , et qui ne diffèrent entre elles que 
par un paramètre , constant pour chacune d'elles , et variable de l'une 
à l'autre. Par exemple , le lieu de l'équation xdx '^jdy^zdz = o , 
dont l'intégrale est a?* + ^« + z» = a» , est l'une quelconque des 
surfaces sphériques dont le centre est à l'origine ; et toutes ces sur/aces 
ne difiêrent entre elles que par Je rayon a , qui est constant poiur 
chacune d'elles. 

Les équations aux différences partieUes sont d'une plus grande 
généralité : leur propriété est d'exprimer les générations des surfaces 
courbes , indépendamment des courbes qui conduisent les génératrices; 
en sorte que le lieu géométrique d'une de ces équations est indiffé- 
remment l'une quelconque d'une suite infinie de surfeces toutes 
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engendrées par le même procédé ^ maiâ <[ui dîffeireiii par les courbes 

qui servent a la génération* Par «YQni]Je , Téquation py — ^o? = o , 

dont l'intégrale est s = (a:* -^jr^ )s appartient' non - seulement , 

comme la précédente , aux sur&ces de toutes les sphères dont le 

centre est à l'origine , quel que soil le rayon ; non-seulement à toutes ] 

celles dont le centre est dans l'axe des z , quel que soit encore le 

rayon , mais même à toutes les^ surfaces de révolution autour de cet 

suce des z , quelle que soit la courbe génératrice. 

Les surfaces auxquelles appartient une même équation aux différences 
^rtijelles , différent donc entre elles par quelque chose de plus con- 
sidérable que ce par quoi différent les lieux d^ui^e même équation 
aux différences ordinaires. Néanmoins elles" .o^t c^a de; commun, 
qu'elles peuvent être toutes regardées comme le lieu de séries infi- 
nies de lignes eonibes , qui ont toutes la miàmiB équation aux dif- 
férences ordinaires , et qui , par conséquent , ne dij^êrent entre elles 
que par des paramètres ; et ces surfaces ont de particulier , que pour 
diacune d'elles la série de ces mêmes courbes est différente. Par 
exemple, toutes lés surfaces de révolution autour de' M'axe des z sont 
les lieux de séries de circon-^^nces-de t:ertle8;' tlont les centres sont 
dans l'axe , dont *les plans sont perpendiculaires à cet axe , et qui 
ne différent entre elles que par le rayon ; et ce que chacune de ces 
surfaces a de particulier , c'est que pour elle , dette série diffère tdfe 
celle de toutes les autres. 

C'est à cette courbe , dont toutes les surÊices soumises à la même 
génération sont pour ainsi dire composées , qu'on auroit dû consacrer 
le nom de génératrice ; mais ce mot est déjà employé dans un sens 
qui n'est pas toujours le même que celui-ci : j'ai donc cru néces- 
saire de me servir d'un nouveau mot, et j'ai nommé cette courbe 
caractéristique. 

Pour les équations aux différences partielles d'ordres supérieurs , 
il peut y avoir plusieurs caractéristiques ; en général , il y en a autant 
qu'il y a de quantités différentes dont sont composées Jies fontûons 
arbitraires. Mais je me propose dp revenir sur cette matière dans un 
Mémoire dont elle sera l'unique objet y lorsque cela sera devenu 
plus facile par l'exposition d'un plus grand nombre de générations de 
surfaces. 
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J'ai fait yoir qn'ayant ime équadon <iadcoiiqQe iox dUiffirencef 
partielles da pftetaMr orcb-e fenaf<,jr^%^p;,q^ si on la diffiireniia am^ 
différences ordinaires , ce qui donne un r^ultat de cett^ forme 

Xdx -k- y(^ + Zd9 -^ fdp -^ Çdç z= o , 

I . 

jies équations suivantes' 

• (X-^pz)dç-^(r-^qZ)dff=iOf 

appartenoient toutes deux à la caractéristique de kh sur&ée exprimée 
par la proposée. Or , si Ton différcntie T^quation de la surface que 
nous considérons , on trouve * 



3r=c«î(ï ■+•/'• *hr) 
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donc , si Ton suj)siitue ces valeurs dans les disux équations générales d^ 
M ç^u^aptéristique , elles deviendront 

* 

'— {jr "^ q*) dx -\-{x -^^ pz) djr -^ (tjx — py)dz=iQ, 

-^ (j" ■+• 9«) 4» + ( * + p) <^ = O' 



Actuellement, faii^ons', '^our abréger, 

qx—pjr ^ 
x^-pz 



c« 4|Qi dottnf 



qx-^PX 



= i», 



I • 






et introduisons ces abréviations dans les équations de la caractcrisuquAs 
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eliej deviennoit 

1 ■ 

itàx + iB^r + ài — oi tLcip + ^v7<7 = 0-, 

I • « « ■ 

Ôr , ces deux équations senties diâerentîelles des deux précédentes ,< 
brises en regardant ^ et ji comme constantes \ elles ne peuvent donc 
sabsistet en même tems que les précédentes i à moins que les diffé- 
rentielles de ces deux-ci , prtees en regardant • et ^ comme seule» 
variables ^ n'aiest lieu 9 on aura donc aussi 

équations ^i ne donnent d'autre résultat différentiel que 

J« = o , ^/jâ =: a. 

Donc i daiis la surface qli6 nous considérons ^ pour la même 
caractéristique les deux quantités « et /a sont toutes deux constantes r 

et Ton aura j8 = <>». 

Il suit de là que Féquatioû de la caractéristique 

/ mdx 4* (^dy + di =: o , 

est celle d'un plan dont l'intégrale , à cause des abréviations y ne peut 

être autre que 

, . éJ? + iB7 + « =s oj 

iionc , la Caractéristique est une couirbe plane dont le plan pass^ 
toujours par ^origine. 

Si Ton compare réquatioU du plan de la caractéristique ^ 

4, 

atcc 

pdjc+.qdjr — dz = 0, 

i(ui est cdle «k rl^^émcnt; ée ia \$ar)faiïe contrbe considérée €emm« 
plan , on votti^pTen yatéi. de J'équaticm 

Ces deux plans «sonf ttei|o^rs œçtaiigulaires ; ^nc , le plan de la 
caractéristique ^.esf-jpaf tout normal à la surface courbe. On doit 
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conclure de là, i^. que la surface courbe est engendrée par une 
courbe plane constante de forme , dont le plan , passant toujours 
par l'origine, roule par conséquent sur une sur&ce conique dont 
l'origine est le sommet; 2^, que le plan de la caractéristique con- 
tenant toutes les normales à la surface engendrée qui passent par 
les dificrens points de cette courbe , elle est une des lignes de courbure 
de la surface. 

Cette dernière conclusion peut être fournie immédiatement pir 
l'analyse ; car , pour une même caractéristique , on a 

adp + j8 Jy = o j 

mais , puisqu'on a en même tems da = o et dfi = o t on aura aussi 

adfi -^ fida = O ; 

éliminant « et |B entre ces deux équations , on aura 

dadp + dfid(f = o , 

dans laquelle , substituant pour « et jB leurs valeurs obtenues par la 
différentiation , on aura 

équation générale des lignes de courbure : donc , une des deux lignes 
de courbure de la surface est toujours plane , et son plan passe 
toujours par l'origine. 

Jusqu'ici nous n'ayons considéré de la caractéristique que Féquation 
du plan qui la contient. Cette équation ne la détermine pas , et il 
faut y joindre ceUe de la surface engendrée sur laquelle elle se trouve , 
pour que cette courbe soit déterminée , et encore ne le seroit-eUe 
pas d'ime manière abstraite , puisqu'on la considéreroii alors comme 
étant un individu de la série dont la sarfkce -engendrée est le lieu 
géométrique. Mais si Ton pose les trois éqiiationf suivantes : 
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sâont la première est Fcqiftatîoii de la .suriiEK» -aux dîfieM!to«es''parfi«i}eé ; 
dont la seconde est celle du plan de la caractéristique , ei dont la troi- 
sicme contient la définition des y ian tî t é s p^ ç ; et si entre ces trois 
équations on élimine p et q^ Féqualion aox difiérences ordiiiaires 

qu'on obtiendra , sera celle de la caractéristique considérée d'une 
jQQianiëre abstraite et indépendamment de ia relation qui doit exister 
entre cette courbe et celles qui sont iafiniwirtt voisines , pour former 
la série qui doit constituer , pour ainsi dire , la surface engendrée. 

Si r^^juatien aux dKKrences partîmes avoit évk linéaire eap tiq ^ 
par le même procédé , «ovs aurions trouré pour la caractéristique 
deux équations aux différraiçes ordinaire ^^ desquelles on auroit pu 
tirer ceUes de ses projections sur les trois plans des oc ^ y ^ z. 
hon^fËB ïéqcBKÙam «on iI^pmms partielles est Sefée , la cardcté- 
ristique n'a qu'une seule équation aux différences ordâtiKiiés , qui 
n'appartient pas à^ une surface- Mais ^ quoî^uis cette équation soit 
«nique , eUismé détermûie pas moins la nature de la caractéristique 
4'une manière abstraite , en exprjimani. dfois ce ca^^i , p#f exctti|ple' , 
^queUe est la courbe^ dont tous les plans somaox paissent à la même 
distance a de l'origine* 

Ea effiK^t spimt.^^r^ ^ i^ coMdoniiées des points 4'mie eoorbe 
quelconque considérée dwa l'espace^ ei jb', ^, s, les coordonnées 
du plan normal à la courbe en ce point : on aura l'équation de ce plan 
jiorflaal en diSei^miîant l'éqnsitioii 



sans faire varier a:', j', z^^ ce qui donne potir ce plaa , 



ou 



a:'4a? ^}y^djr + sWs = xdx-^jrdy"^zd9. 



Or , on sait que si l'équation d'un plan est 



Si 



C ^4» ) 

> 

le carré de la distance de ce plan à l'origioe est 
De plas y on a , dans le cas présent , 

• >£> := xdx "^ydy + 2<2e. 

m « • 

t 

4 

Donc , le carré de la distance du plan normal à Torigine , serft 

* {acda: ^ ydj -f- zdzY . 

dxf^-^dj^^dz* ^ 



donc y l'éqaation de la courbe pour laquelle cette disttmce est constante^ 
et.= a,f esr, > 



»• . » - • * 



(xdx '^ydy •+- %dz)^ == a» (^ir* + d^» 4- &•} j 



éqtiation qtri e^t' la même que celle que nous ayons trouvée pour là 
caractéristique considérée dSme manière abstraite. 



Efe rAquation aiix. différences ordùiairts de tarées de rehreussement 

produite par la génénOion. 



i. : » 



' Nous venons de voir que la surface k laquelle appartient TéquatioB 
aux différences partielles , est engendrée par le mouvement d'une- 
courbe plane , dont le pFan roùlc autour d'un cène <jui^a son sommet 
à l'origine : ainsi , deux caractéristiques consécutives sur la même sur- 
face , se coupent en un ^oîntç et le lieu de toutes ces intersections pour 
la série des caractéristiques d'une même surface, est une courbe ., qui 
est l'arête de rebroussement de la surface. Cette courbe , qui est 
touchée par toutes les caractéristiques de la surface , n'a aucun élément 
qui ne se confonde avec un élément d'une des caractéristiques , et 
pour lequel le plan normal ne se confonde avec celui de là carac- 
téristique qui la touche en ce point. La propriété de cette courbe 
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est donc aussi » que tous les plans nonnanx sont k la distance a de 
rorigîne : son équation est donc encore 

Si toutes les caractéristiques auxquelles appartient cette équation 
étoient sur une même surûice individuelle , l'arête de rebroussement 
qui les touche toutes, et à laquelle appartient encore la même 
équation iiuic différences ordinaires seroit l'intégrale particulière de 
cette équation , et elle seroit unique ; mais toutes les caractéristiques 
qui sont sur une même surface individuelle, ne composent ^qu'une 
série, prise, parmi toutes les courbes de ce genre qui existent dans 
l'espace ; il peut y avoir autant de ces séries différentes entre elles , 
qu'il j a de surfaces coniques ayant leurs sommets à l'origine , et 
autour desqudles le plan générateur peut rouler ; et diacune de ces 
séries aura son arête de rebroussement particulière à laquelle c^mr- 
tiendra la même équation. Le nombre des arêtes de rebroussement 
exprimées par cette équation , est donc infini. U est même facile de 
voir que dans le cas que nous traitons ( et cela est vrai en général ) « 
la caractéristique pour laquelle l'arête de rebroussementne sembloit être 
d'abord que le lieu d'une intégrale particulière , n'est elle-même qu'un 
cas particulier de l'arête . de rebroussement considérée en général ; 
car elle n'est autre chose que ce que devient cette arête lorsque la 
surface conique se réduit à un plan mené par l'origine. 

L'équation 

4 

( et il en est de même de toutes les équations aux différences ordi- 
naires qui n'appartiennent pas à des surfaces), est donc susceptible 
de deux intégrations différentes. Si Ton se propose seulement d'avo^ 
les caractéristiques , les deux équations'^ intégrales seront complétées 
par trois constantes arbitraires indépendantes ; mais si l'objet est 
d'avoir les arêtes de rebroussement , ces arbitraires ne sont plus des 
constantes ; deux d'entre elles sont fonctions arbitraires de la troisième; 
et ces deux fonctions sont dérivées l'une de l'autre : l'on voit donc 
.que la première de àf^ intégrales n'est qu'un cas particulier de la 



y 
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seconde. Mab je reviendrai sur cette floaiière en général , daxa. 
Mémoire que j'ai annoncé. 

Intégration de TiqxKilion aux différences ordinaires 

(aodx-^ydj H- ^^^Y = «' (^* H* <fy' H" ^) i 

considérée comme appartenant à la caractéristique , prise du 
manière abstraite. 

Nous savons que la caractéristique est dans un plan mené p^^ 
forigine,, et dont l'équation peut étrç exprimée par 



«a: 



+ jS^- + 5 = O 



dans laquelle t^ et sont des constantes pour dia<(K« courbe 
tiduelle. Soit fait de plus, pour abréger ». 

'il est évident que si , de ces deux équations » on fTre les vùlenrs de 
x^ j' j dx , dj j pour les substituer dans fa proposée , on aura une 
^uation aux difTérences ordinaires entre les deux seules variables Uy s^ 
Diflerentiant donc, et tirant fes valeurs de dx et: dj^ on tronve 



> • 



,dx{t^ 
djr(fix 



»;')•» ^^^ 4^ i(jr — )8^) A , 

ijr) ^ — mudu — (x — • ùtz) dz ; 



ce qui, en iaieani, pour abréger ,^ 

i 

I + «» -h U' = A» ^ 



donne 



» .M 



On tire aussi des mêmes équations \ . 

» • 

Ainsi, ofn aara 



<4-*J. 



• « 






Sabsiituani <laus la proposée ,. elle deviendra 



a» A» (uih — zduy 

(ii^ — a^) du* = ' — V-r-s r — T ' 



qui , en faisant - — = i^ , devient 



z 



u y/ {v' i^A' -^ fL') — h] 

equaddn dans laquelle les variables sont séparées, eldonlFiniégrale est 

ê a h y 

V(u* — c/') = a / arc. cos. \;*arc, cas. — r-: r-T" } + 7 » 

^ étant la constante arbitraire introduite par intégration. Ainsi , en 
remettant pour w et i^ leurs valeurs, les deux équations en quantités finies 
de la caractéristique considérée d'une manière abstraite > sont 

\/&f*+r*+'«' — «'Ji^tf tare. cos. •• , . . : — i+arc tfO»»!/ ' " '■ , ' — > ■ , . l-4-y3: 

' équationS' qui sont conîpfétées par les trois constantes arbitraires ûLjfi,f. 

La première de ces équations est compliquée ^ et ne montre pas 
éttttït itra niè fg facile fà ûafure de la cour{>e. f'bur Tétudier ^ consî- 
défdn^lW dftûs Mn prxfpté plan. Soit abaissée d'un point quelconque 
de la courbe , une perpendiculaire sur llntersection de son plan avec 
eclui des ^xj'x nommons i^ cette perpendiculaire, et JiTla distance 
4r son pied à forigiit^. Ce^ pose, iT est facile de voir que l'on aura^ 

' = h ^' 

on a d'ailleurs évidemment 

Substituant- (ïone ees valeurs dana l'éqiiation- intégrale , elle deviendra 
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Or y cette équation est celle de la développante dW cercle dont le 
rayon est == a , et dont le centre est à l'origine , et pour laquelle la 
constaute y fixe l'origine du développement : de plus , les changemena 
qu'on pourroit apporter à la valeur de >^, en transportant ailleurs 
l'origine du développement , ne feroieut que faire tourner la courbe 
dans son plan et autour de son centre , sans altérer sa forme ; donc , 
la caractéristique est la développante d*un cercle dont le rayon i&st 
= a , et dont le centre est à Torigine ; quelle que soit d'ailleurs la 
position de son plan déterminé par les deux arbitraires «t et >, et 
quelle que soit la position qu elle prenne dans son plan , en tournant 
autour du centre ; position qui est déterminée par la troisième ar- 
bitraire y. 

En regardant les trois constantes «, ji, >, comme susceptibles, 
chacune en particulier , de toutes les valeurs possibles , on aura toutes 
les courbes qui , prises par séries , auront pour lieu géométrique une 
des surfaces dont nous nous occupons dans ce paragraphe. Pour former 
une de ces séries , il faut établir entre les trois constantes « , ji , > i 
deux conditions , ce qui les réduira à une seule d'entre elles ; et le 
résultat de Télimination de cette dernière entre les deux équations 
intégrales , sera en x ^ j ^ z ^ Téqnation de la surfaice , qui sera le 
lieu de cette série individuelle. 

Si l'on vouloit former cette série de la manière la plus arbitraire , 
il feudroit poser ji = ^«, > = 4<^i ^^ pv l'élimination de « entre 
les deux équations 

«JJ+J'^^ + X = o^ 

ion auroit en oc ^ y y jb , l'équation de la surface engendrée par le 
mouvement de la développante du cercle dont le rayon est = a » et 
dont le centre est à l'origine; le plan de la courbe étant d'ailleurs 
mobile d'une manière quelconque autour de l'origine , et la courbe 
^Ue-mémcj constante de forme, étant mobile d'une manière quel- 
conque dans son plan autour de l'origine. 

]M^is cette surfiice , dont réouatidn comprend les deux fonction» 
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arbitraires 4 et 4» ^^ P'^^ générale que celle dont nous nous occupons, 
et pour laquelle , des deux relations à établir entre les constantes <t , 
/^ ^ 7 , il n'j en a qu'une seule de disponible , Tautre devant êti*e dé- 
duite de la nature de la question. En effet , nous avons vu que le 
plan de la caractéristique doit être partout normal à la surÊice : les 
points de cette courbe , considérée comme génératrice , doivent donc 
se mouvoir de manière que leurs directions soient toutes perpendi- 
culaires à son plan : donc , la spirale doit être fixée dans i>n propre 
plan : donc , deux de ces spirales consécutives doivent se couper 
dans chacune de leurs branches ; donc enfin , la forme de la fonction 
4 n'est pas arbitraire , et doit être déterminée de manière que cette 
condition soit remplie. 

Intégration de la même équation aux différences ordinaires 
{xdx^ydy + zd£)^ = a* {da^ + dj^ + djS) 
considérée comme appartenant aux arêtes de rebroussemeni. 

L'arête de rebroussement est la courbe touchée par toutes les ^a^ 
ractéristiques d'une même série : cette série doit donc être formée de 
manière que deux caractéristiques consécutives se coupent ; par con- 
séquent la fonction 4 ne doit ^pas être arbitraire ; et il s'agit de 
déterminer sa forme. Or » en conservant les abrcviaiions , les «quations 
de la caractéristique , considérée comme faisant partie d'une série , sont 

V(m'. — a*) 1= a lare* cos. 1- arc. cos. — r- ; r> + 4« > 

et le point de contact de cette courbe avec l'arête de rebroussement , 
est celui par lequel les Xy jr ^ & ne varient pas dans ces deux 
équations quand «t varie : donc, si l'on diilereuiie ces deux équa- 
tions, en regardant « comme seule variable, ce qui donne 

f 

É 

«(.+^^0 +4'=^o, 



C*' 4- r) h \/ [-^ («' + <?') — A>] 






zone sera égale à la somme des élémens de Tare générateur , inul« 
tipllés chacun par l'espace parcouru ; et parce que la direction 
du monyement de chaque point est perpendiculaire aux deux plans 
consécutifs , cette aire sera égale au moment de Tare générateur par 
rapport au plao suivant , ou au produit de cet arc par Fespace que 
parcourt son centte de gravHé. La même ctiose deram a?oîr lien pour 
toutes les zones consécutives , il s'ensuit que l'espace parcouru par un 
arc quelcowpije de la génératrice , et compris entre deux positions 
quelconques du plan générateur , est égal au produit de cet arc mul- 
tiplié par l'arc qu'aura parcouru son centre 4e gravité. ^ ■ 

n est facile de voir qu'il ei^ est de même par rapport à la cubature de 
l'espace qu'aura parcouru un segment quelconque de la génératrice. 

Cette surface »^. ainsi q^e toutes .celles de réyolutipn , ne jouj^pei;^ 
de cette prop^npté que pai:ce qu'elles sont des cas particuliers de la 
sur&ce plus générale engeadrée par le mouvement . d'une courbe 
plane quelconque ,..4ont le plan roule autour d'une surfiure déve- 
loppable quelconque ; sur&ce dont nous nous occuperogas dans un 
autre paragraphe. 
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S. XXIV. 

De la surface courbe dord toutes les normales sont tangentes à 

une mente surfqçe eoifûfue à base arbitraù^e. 

Gérfératiqm de la surface. 

I •••1 •'***••»' 

• a*" f ^ * ^ 

Concevons la surffiç<; conique , â base arbitraire , qui doit être 
touchée par toutes les normales de la surface proposée , et un plan 
quelconque tangent à cette surface conique , et qui la touchera , par 
conséquent , èiZjn^ une droite ixi^^éç par le sommet : cela posé y si 
l'on considère la série,, des n^p^piales à la proposée, qni touchent la 
surface conique dans les différens points de cette droite , il est évident 
que toutes ces normales .seront dans le p|^ ta^giçpt au çone ; d'oii 
il suit, x^ que ce^ pjbix sera jipoiwfsJ àln âpr^c» pn'^po;ié^ dans to«$ 
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les points de son mtertection avec elle ; a^« ^œ cette intersectiou 
elle-même sera une des lignes de courbure de la sur&ce , puisque 
les normales k la surface , pour les différent points de cette courbe , 
se coupent consécutivement Donc , ùVqu conçoit que. ce plan normal 
à la surface proposée 9 . toume./infînimeni peu autour de sa droite 
de contact avec le, cane, considérée conune axe (inouvement pendant 
lequel il ne cessera pas d'être tangeût au cône) , et qu'il entraine avec 
lui la courbe suivant laquelle il conppit d'abord la surface ; comme 
tous les points de 1^ courbe se mouvroj^t pçrpeiidiçulairement au 
plan , il est dair qae . cette courbe ne sor^ra pas dfi la surface , et 
que dans la seconde position elle sera, encore i'iiitersection de la 
TBêmt surface avec le plan qui la contient alors. Donc , la zone com- 
prise entre les deux plans consécutifs, peut être regardée comme 
engendrée par le mouvement d'une courbe plane et constante de forme 
autour d'un des côtés de la surface conique considérée comme axe, ' 

Mais ce qu'on vient de dire pour une des zones , peut être dit 
^consécutivement pour toutes les autres , en observant qu'à mesure 
que le plan mobile change de position sans cesser d'être taisent à 
la surface conique , sa rotation , dans chaque instant , se fait autour 
de la droite de son contact actuel avec la sur&ce conique. 

Donc , la surfoce proposée peut être regardée comme engendrée par 
le mouvement d'une courbe quelconque plane et constante de forme , 
dont le plan roule autour d'une surface conique à base qnelconquer 

Dans cette génération , la route de chaque point de la génératrice 
est constamment normale an plan mobile , et par conséquent per» 
pendiculaire à la génératrice , quelle que soit la position de cette 
dernière. Or , nous avons vu que la génératrice est la ligne d'ime 
des courbures de la surface engendrée ^ donc , les courbes parcourues 
par tous les points de la génératrice , sont les lignes de l'autre courbure. 
Mais pendant tc^ut le mouvement du plan , chaque point de la gé- 
nératrice ne chaligé pas de distance au sommet du cône ; la courbe 
qu'il décrit est donc sur la surfi|ce d'une sphère dont le centre est 
à ce sommet : donc , la surface que nous considérons est telle , que 
toutes les lignes d'une de ses courbrures sont dans des plans t^ngens 
k Ift sor&ce conique > et ^e toutes celles de l'autre soi^f sur de; 



surfaces de sphère^ooncemri^aes ^/et Jottt fe otdt» tOM nnm fegttiè 
sommet du cône* ' ' i - * > .'n . Jiiî, i ; , 

Là gënératnce n'àjlaint aticun mouvement dau» sdii ^lafit,' Ibrsqufr 
ce plan tourne autoui* ffnstdei côfés Au* cône JpMi^iJàs^er à fa po- 
sition infiniment voisine i h pomt Vlans Icqwel lû^géûiéràrrfcé^ccrtipe 
le côte du cône ou toucbcsa surfecé* ,^ri*a ^uctm 'mouvement , et se 
trouve encoi'èf sar*cçtte courbe' quand' ellc'eit parvenue dans la 
position suivante ; detix génératrices consécutives'^ 'coupent 'donc cil 
*un point de là siirfaice du cône , 'cilë lieti de tous ces pbinls 'd'inter- 
sections consécutives , qtir est ^fe'couhbë li*acJfe'sur la suHacë dii 
cône ,*est ime arétfe de rebrouJSsemem de la ^rface engendrée , dont 
toutes les nappes viennent' rencontrer la surface convexe du cône* 
dans Taréte de rebroussement , et se réfléchissent ensuite , sans giràucnùe- 
d'elles entre da'ns rcspace vers lequel la sur&ce du cône présente sa 
cohcavitc. 

La surfilée cc^iqne est iéviëemmeni le lieu dts c^enires de la cowrbure^ 
dont les lignes sont sphéiùques. L'arête de rd>roussemencse trouvantes 
même toms et sur la smrfftce coniqnis et sur lastirfâce engendrée ; il 
s'ensuit que , poUr totu^i'leS'poîiits de bette eoui4>e, un des deu^c 
rayons de coudbure de la surfeoe- est nul ^ et ce rayon est celtii de 
la courbure dont le3 ligiles; soiH sphériqves. 

ta génération qUe nous venons de ^trouver est peut-être la plus» 
facile à concevoir j néatunoins son expression analytique ne conduit 
f>As . directement; à wX . résuluc ai^^si simple ique eoUé.de la génénaioo. 
^vaBLle > que nous en^piofi^rooA. ... • ji- <.« . 

Concevons que danf le plan mobile , et par le sommet du cône qu£ 
est 'toujours dans ce plah ,* On mené une droite qui ne change pas de 
position par rapportàla génératrice, ét-iliiquelllB cette courbei pendant 
tout son ïribùveftient ;- puisse être ' i'appbhée r^aoïnmé à une directrice^ 
mobile; îl est'évideiàt que, dans 'tbutesiés po^itlotiâ dujilan géhénateur,, 
les distances d'un ùiëme point dfe la 'généralWèe à là directrice et au 
sommet du Cône ne changeront |>as.La<Brëttirfi:fc,^J)âr sou mouvement ^, 
engendrera une autre sùrfàée conique /'qtiî'atitrf ill'êiiiê sonimet qrïe 
la première , et à laquelle' Te plan mobile sera' constamment normal. 
Cfeite secoude surlacc tonique dépendra de la première , qui* en est . 



( >55 ) 

une développée ; Ai êMte ^cpue fi» l'^qtation de h première éioit dë^ 
terminée , celle de la seconde c» *eroit dérÎTee par imégratiao. Matf 
^ 1» fcrctaikre surfitte conique -est coosidÀrée comme arbiiraife , la 
seconde ', qui est par conséquent aussi arbitraire. , peut à son tour être 
considérée comme indépeiidante y «i comme la seule qui serve à la 
^énoratMHi. Dottfi la /^^rface p^opo^e^ peut au^si étr« r^ardée comme 
engeodi-ée pac W moaiteaifllit d'uaeirourbe plana quelconque, doiic 
la directrice parcourt la surface d'un cône à base quelconque , et 
dont le plan est constamment normal à la sur£ice conique , la courbe 
n'ayant d'ailleurs aucun mouvement dans son plan. 

n suit de là que la sur&ce dbnt il s'agît est celle d'une moulure 
quelcontjue poussée sur une surface conique à base quelconque', et 
dont le profil arbitraire , mais constant , est .toujours dans un plaa 
normal à la surface conique , et à la niéme distance du sommet. 

Equation de la sufface en quantUés finies. 

f 

. Eu employant la secoude génération ^ nous avons vu qttepour tous 
les points d'une même ligue de la seconde courbure ., (^est-à-dire , de 
la courbe engendrée par un même point de la génératrice , la distance 
à la sur&ce conique et la distance au commet du cône , sont toutes 
deux constantes ; et il est évident qu'en passant d'une dés lignes de 
cette courbure à une autre de la même espèce , ces deux distances 
varient. Ces deux grandeoils qui r pour \ts différens points de la* 
suiface engendrée , sont constantes ensemble et variables ensemble , 
sont donc fonctions l'une de l'autre. 

Or, icn suppoeant que le sommet du c<9ne soit a* foi^igme /et 
représentant par 2r , ^ , s , les coordi>nitéès du point' de làf surfece 
engendrée , et par a:fy y^ z^ , celles du pied de la pérpetadiculaiis 
abaissée de ce point sur la surface conique , le carré de la distance 
du point au sommet du cône wrp: aj» -f-^ + z», et celui de sa dis- 
tance à la surface conique sera {x — j:')* -f' (j"— J ')* + (-5— »')• f 'On 
aura donc pour équation de la sorfwo 
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dans laquelle la fonction 4 ^^ arbitraire , et où il ne s'agit plus qae 
de trouver les valeurs de or^^ r' et a^. 

On sait que l'équation générale de la sur&oe conique dont le 

somniet est à Torigine , est -^ ^^ ^ 1 ) ^ fonction ^ étant 

arbitraire , ou qu'en représentant par « la quantité qui , est sous la 
fonction , elle est le résultat de l'élimina tiou de « entre les daui^ 
équations 

Le pied de la perpendiculaire étant sur la sur&ce conique , on tur» 
donc entre ses trois coordonnées les deux équatloqs suivantes ; 

et le carré de la perpendiculaire deviendra 

Mais cette perpendiculaire étant un mininusm , sa grandeur lie doit 
point varier , soit qu'on fasse varier s^ seule , soit qu'on fsase varier 
« seule : donc 9ies différentielles , prises en regardant successivement 
a' et ^ comme seides variables , doivent être nulles ; ce <|ui donne 
les dfu^ équations 

(j? — «'«)« + (jr — jj/^^) ^ -|-j5 — j^ — o , 
(« — «'«) +(jr_a'<>)y =0. 

On aura donc , 0ntre les trois coordonnées â^,^, s' » quatre équations. 
Tirant des trois premières les valeurs de ces coordoni^es » et fiiisant, 
pour abr^r' 

ffli aura 

fubstitoant ces valeurs dans l'équation de h surface , d développant t 
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on ann 

M* 

et parce qxte la fonedon 4 , qtii est arbitraire , absorbe la qaantité 
ai^j^y^J^z*j qui est dans le premier membre , cette équation 
deviendra 

ou 

Mais des .qnatre équations que nous avions entre les trois coordonnées 
a^^ y^ z', nous n'en avons encore employé que trois. Si donc on 
substitue pour J sa valeur dans la quatrième , on aura 



ou, à cause de l'équaticMi précédente 



a: 






équation qui doit aussi avoir lieu , et qui servira à éliminer e de Féqua-< 
tion de la surface. 

Donc l'équation de la sur£M:e engendrée est le résultat de Télimination 
de «entre les suivantes 



De ces deux équations, il est facile de voir que la seconde est la 
différéntidlé de la première prise en ne faisant varier que a ; ainsi , 
«n représentant la première par iV = o , l'cquation de la surface est 
le résultat de l'éMmination de « entre les deux suivantes 
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11 suU de là que la surface engendrée peut être considérée eomnM 
IV avcloppe de l'espace parcouru par la jsorface di>nt Téquaùon seroic 
la première des deux précédentes » et qui se mouvroit en vertu de la 
variation du pai^mètre «. Mais en regardant et . et ^ « comme deux 
constantes indépendantes , ce qui arrête le mouvement de la surface 
mobile » la première de ces équations iV = o , ou 

est celle d une surface de révolution « dont Taxe , déterminé d'ailleur% 
de position par les deux constante^ et et ^ « J passe par Torigine j' et 
dotit b distance à Torigine est Indépendante de îa quantité a. De'phqs , 
si , comme nons le supposons ici , les quantiti^ « et <^ ce sont des variables 
dépendantes Tune de l'autre ^ lorsque la quantité « varie , Taxe dont 
les équations sont ;r = «« etjrzsz z(fa ^ pafcûurt une surface conique 
quelconque y dont le sommet est à Torigine : donc la surface peut être 
engendrée d'une troisième manière , aiaftf qu*il srmt : * * 

Si une surface quelconque de révolution se meut de manière , i^'. que 
5on axe , passant -foiq^ttfs par T or igip e » parcourre une surface conique 
quelconque -, 2^. qu'un même point de la suriace mobile ne change pas 
de distance au sommet du cdne , l'enveloppe de Tespaee qu'elle par^ 
jcourra , sera la surÊice que nous considérons. 

Cette tr<^sièwie génération, qu'on «uroît pti'éémontreti à priori^ 
fournit une vérification des équations que noui ktoiia trouvées'.' 

Equations des deux lignes de àourbure en quantités finies. 

« 

Si, dans les deux équations iV=o, (— - — ) =o, on regarde la 

quantité « conune une comtan^iç arjbîlraire gui doive siA|i$lAr i ictts 
deux équations sont celles de la génératrice considérée danslapo^tiom 
déterminée par la valeur de « ,. qui est constante poqr ^e ; . fier Cpnt- 
séquent elles sont celles de ligne plane de courbure , et il est âidle 
de voir qu'elle appartient à une courbe plane , puisque par Télimination 
de la fonction 4 f on obtient Téquation d'im plan. 
Mais si la quantité « est regardée comme une variable indéterminée 



f^l doive disparoltre par rélimination » les deux ëqaaàons iV:= o ^ 

f -<r- j = o , se réduisent à une seule , qui est ceHe de la surface 

engendrée j et parce que la ligne de la seconde courbure est sur la 
suiîface d'une sphère dont le centre «est à l'origine ^ et dont le rayon 
variable en général est constant pour <:haque ligne individuelle « îl 
.•s'ensuit que des équations de la ligne sphérique 4le coturbure , la 
première sera 



«et la seconde sera le résultat de Télimination de indéterminée m entre 
les deux éqoatioas 

■ 

(dans lesquelles y est la constante arbitraire qm détermine la ligne de 
«courbure individuelle. 

Equations de Tctréte de rebroussement en çuantitês Jinies^ 

lïous venons devoir que lès équations 4ie la génératrice sont Nsso^ 

/ --7— j = o , dans lesquelles « est la -constante qui détermine la 

position de cette courbe« Donc si l'on dlffcrentie ces équations en 
regardant ,a comme seule variable ^lesxjjr^z^ qui se trouveront dans 
les différentielles , appartiendront au point d'intersection de deux 
génénitrices consécutives , et par conséquent au point de l'arête de 
rebroussement; mais par la différentiation on n'obtient jqu'ui^e équation 

nouvelle; savoir, f , j î= oj ainsi entre les trois coordonnées 

^f J'y ^ 9 du point de l'arête de rebroussement , on aura les trois 

équations 

N =o, 
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an moyen r'esqnelles ces trois coordonnces pourront être déterminées 
d*aprés ^:ne valeur de la consrante arbitraire «. Donc les équations d« 
la courbe quî est le lieu de tous les points semblablement déterminés f 
c'est-à-dire, les équations de l'arête de rebronssement , sont le résultai 
de réliminalion de « entre les trois équations précédentes. 

Des deux équations de la surface aua> différences partiettes âvt 

premier ordre^ 

Si , par un point quelconque de la surface courlbe , on conçou uijiF 
plan tangent , la distance de l'origine à ce plan , et celle de la même 
origine au point de contact , seront toutes deux variables en générali 
Mais sr le point de la surface se meut sans sortir de la même ligne 
sphérique de courbure , et entraîne avec lui le plan qui ne cesse pas* 
d'être tangent , il est évident que ces deux- distances seront constantes r 
donc , pour la surface que nous considérons , ces deux grandeurs sont 
constantes ensemble et variabFes ensemble , et par conséquent fonctions^ 
l'une de l'autre ; la .nature de la fonction étant d ailleurs déterminée 
par cçlle de la génératrice. 

Or le carré de la distance de l'origine au point de la surface courbev 
est X* +^* + ^* i de plus , en représentant par x' ^ y ^ x^ ^ le» 
coordonnées du plan tangent ^ l'équation de ce plan est 

et* Yon sait qjuc , si ^équation d'un pl^oi est 

Jx + Bj-\'Cz = Dy 

4 

]a> grandeur de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur ce plany €3A 
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dans le cas présent oa » 



Z? = X-^px-^qjr^ 
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-par conséquent la distance de Forigine au plan tangent est 



y/{\ -H A^* -h vO 



Donc , en exprimant que celte quantité est une fonction arbitraire de 
la première , une des équations aux différences partielles du premier 
ojrdrç sera 

dans laquelle la fonction ^ n'est pas de même forme que la fonction 4 
4]ui entre dans l'équation intégrale ^ quoique Tune soit une dérivée 
de 1 autre. 

Passons actuellement à l'autre équation aux différences partielles 
du premier ordre. 

Pour tous les points d'une même génératrice, le plan mené par 
Forigine et la normale est invariable , puisque ce plan est celui de la 
courbe elle-même, cjue l'on regarde en cet instant comme fixe. Or, 
l'équation du plan mené par Forigine et la normale , est en x' , j^, js' , 

"^ ^ (j* "*• ^^) •+• j' («'+-p^) 4- «' (7^— ;y^) = o j 

donc , pour tous les points d'une même génératrice , les deux quantités 



y -+" Qz ac -f" p^ ^ 

- et ^^ conservent \t% vûAxïMts valeurs; et elles en 



qx—pjr qx—pjr 
cjiangent dans le passage d'une génératrice à une autre. Ces deux 
quantités , qui sont constantes ensemble et variables ensemble pour 
les diffcrens points de la surface , sont donc fonctions Fune de l'autre : 
donc la seconde équation de la sur&ce engendiée aux difTcrences 
partielles du premier ordre est 

w ^-^^^ f _z:t^ 



\ qœ — pY S 



^^-—PJ , t ^^ — PJ 



dans laquelle la foiction ^ n'est pas de même forme que celle qui est 
exprimée par <^ dans l'intégrale finie , quoiqu'elle en soit dérivée. 
Cette seconde équation aux différences partielles du premier ordre, 
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pem être trouvée par nne autre considération qui la produit sous uncr 
Ibrme différente et qu'il est bon de connoltre . 

U suit de tout ce qui précède , que la surface des centres d une der 
courbures de la surface courbe que nous considérons y est celle d'un» 
cône à^ base quelconque, dont le sommet est à^Fongine. Or, si Yow 
représente par a/'y jr^j z' lies coordonnées du centre de cette courbure , 
en tant que ce centre se trouve sur la normale , on aui^ d'abord^ 
entre les quantités x^ /', »', les deux équations de la normale 

y + ^' = r + ?^ 



De pliiSy SI l'équation de la surface conique est ^ = ^ (-^^ j t 

ou, ce qui revient au même , si elle est le réstdtat de l'élimination' 
de A entre les deux équations ar = z«,^=:z^«., on aura encore' 
entre les niémes > coordonnées , les deux équations 

Enfin' le poiat de la surfisice doit être sur le plan qui touche la' 
surface coaique dans le cemre de courbure , et l'équation de ceplan^ 



/ 



donc, si des cpiatre premières on élimine les trois qjiantttés x^ri^y ^r 
U restera en ^^j^z^ les deux suivantes 

(x +/?z) ^ — (7 + ^a) A + 5r* — /y = o ,^ 

ou Biiea- , éliminant ^ de la seconde , au moyen de la première ,- 






^X la seconde équation aux différences du premier ordre , sera le* 
résultat de l'élimination de « entre les deux équations précédentes ,. 
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ions lesquelles la fonction arbitraire ^ dififere de celles que nous avons 
ci-derant représentées par ^ et ^. 

La seconde de ces é<Juations étant la difTcrentielIe de la première , 
prise en regardant « comme seule variable , la surface peut donc être 
i^gardée comme l'enveloppe de l'espace parcouru par la surface à 
laquelle appartient la première de ces équations , et qui chauge de 
forme et de position en vertu du paramètre «. Cette surface mobile 
est la surface développable engeùdrée par la tangente de la géuéra-» 
irice ; elle est circonscrite à une sphère dont le centre est à l'origine , 
et dont le rayon constant pour la surface engendrée par la même 
Ijangente , change pour celle qui est engendrée par une autre , et 
deux de . ces surfaces consécutives se coupt nt dans une des lignes 
sphériques de courbure de la surface principale. Mais en voilà assez 
sur cet objet» que nous terminerons par TobseiTation suivante. 

'Des deujc équations que nous venons de trouver ,r en dernier lieu, 
Tune est destinée à éliminer m de l'autre : or , il est clair que si cette 
élimination étoît exécutée , ce qui ne peut se faire tant que la forme 
de la fonction ^ n'est pas déterminée , il ne resteroit dans la ré^ 



sultante , d'autres quantités que 






jet 



i donc 9 



qx—pjr qac — pj 

ces deux quantités sont fonctions arbitraires Tune de l'autre ; ce qul^ 
coïncide avec l'équation uniqpe que nous avions d'abovd trouvée. 

Eifuations de la surface aux différences partielles du seeond ordre. 

De même qu'une équation aux diflerences partielles du premier 
ordre n'est que l'expression de la propriété du plan tangent ou de 
la normale de la surface à laquelle elle appartient , de même une 
équation aux différences partielles du second ordre n'est que Tex* 
pi*ession de la propriété des rayons ou des lignes de courbure. Or y 
dans Ja surface que nous traitons ^ nous connoissons les propriétés 
de ses deux lignes de courbure ; donc , nous pQurrons obtenir son 
équation aux différences, secondes , de deux manières, différentes; et 
d'abord , en considérant sa ligne sphérique de courbure. 

L'équation générale des lignes de courbure , est 



*^'C(«+r)*— W0+<fc»^4r[(i+?')r— (i +/>•)!]— </«•[(! +/>•)*— pç/]=o, 



( ;»63 ) 
Pour la ligne spliériquc de courbure , on a 

3cdx H- jrclj ■+- zdz = o , 

ou 

(x 4- pz) doc 4- (^ +• qz) djr =z o. 

Ces deux équations appartenant à la même courbe , la propriété de U 

dy 
S]arface est donc que les valeurs de '«-jr-, qu'elles donnent^ soient 

égales entre elles. Donc , l'équation aux différences secondes est le 

résultat de Télimination de -H^ épure pes d^ux équatîpnjs. 

Si Fon fait pour abréger , 

jr4-ys a:^pz __ 

qao — pjr ~ ^' q^^PT ^' 

ce qui donne les deux équatioi^ 

•a: •+• i8^ •+• a == o , aprhfig — I = O , 

. . dr 

le résultat de Félimination de ri^ 9 et par conséquent l'équation aV| 

différences secondes sera 

Si nous era)>loyons la considération de la ligne plane de coorboro » 
nous savons que cette courbe est dans le plan mené par la normal^ 
et l'origine , plan dqnt l'/équation en stf^y^ z! est 

el dont l'équation différentielle est 

Mais si sur ce plan on ne considère que la ligne de courbure , les 
coordonnées a:f, j7, «' deviennent respectivement égales aux ar , ^, ^ 
de la surface ; on aura donc pour tout4s ligne de courbure plane 

— àx (jr '^ gz) ^ djr (jc ^ pz) + dz ((/X — pj):^Oi 



( â63 ) 

oti i meitant ponr dz sa yaf eur pdx -)- gti/ , et employant les mêmes 
abréviations (jue ci-dessas f 

dr 
donc , en substituant pour -^ cette valeur dans Téquation générale 

des lignes de courbure , où aura réquatioft de la surface j qui se 
frouye y comme précédemment y 

f 

(«r -«- /»*) (/8 ^- ç) =is (* '^p) («* -h jlO: 

« 
« « 

Actuellement nous allons traiter cette équation aux différences 
secondes comme si elle étoit le résultat des recherches d'autre nature , 
ftous allons trouver ses intégrales des différens ordres ^ et nous eni 
déduirons , par la seule analyse , les principales propriétés de Ifi 
taiÊrce à laquelle eUé appartient • 

t)es caractéristiques de ta surface à laquétté àppûrtieni l^équatiôii 

aux différences secondes.- 

J'ai fait yoir que si fa différentielle d'une éqùatioà aux diÛerenéâf 
.j^artielles du second ordre » prise en ne faisant varier que les seules^ 
quantités r^ Sy t, es% 



FéqsadoD générale de ses caractéristiques tat 

Rdj-» — $dx^^ *f. Tdx* =s or > 

*r i daas lé cas présent , on ai 

donc , l'équation des caractéristiques ierë 



( a64 ) 
qui I ponyant être mise sous cette forme : 

<est composée de deux factears , et donné les deux équations ^ 

(j8 4-9)£^-h(«-t-;i)4r = o^ . 



donc , la surface a deux caractéristiques indépendantes , «et les qiia&>> 
tités dont seront composées les deux fonctions arbitraires qui coigyi* 
pléteront son intégrale finie ^ seront diflerentes entre dles^ 

L'équation de la première caractéristique e^ 

,cu y remettant pour « et /B leurs yaleurs j 

pu enfin 

œd:c '^ ydy ^ zdz z=i 9 ^ 
4ont rii^tégrsJe^ 

^* -*-^* •+- ^* = >S 

appartient à la surface d'une sphère dont le centre est à Forigine , e( 
,dont le rayon y , constant pour chaque qourbe individuelle , est 
variable de Tune à l'autre. Donc » la ^emière caractéristique est 
l'intersection de la surface par celle <f une sphère 4ont le centre est 
a Forigine , et dont le rayon y est arbitraire. 

Il suit de là que cette caractéristique ne peut pas produire d'arête 
de rébrousscment sur la surface; car chaque courbe individuelle .étant 
^contenue sur la surface d'une sphère particulière , et les surfaces de 
sphères concentriques n'ayant aucun point commun , deux caraclérisr 
tiques individuelles cousécutives ne peuvent pas se couper^ et , par 
leur intersection . donner lieu à une arête. 

Ile|>renons Téquaiion de la première caractéristique ^ 



(a65) 
^es abréviad<Hi8. donnent , comme nous l'avons va , 

■ 
» 

Si de ces deux équatio(ns on tire les vaie^nhde « et fi , on trouve 
(Ces valeurs substituées dans Téquation aux différences secondes, donnent 

r 

(rdx ^ sdjr) (dy+-qdî) == (dx: '+'pdz) {sdx + tdj) , 
ou 

V • ' • 

^p{ify + qdz) — (dac'^pdz)dq; 



• » 



(équation générale des lignes de courbures. 

Donc , la première caractéristique de la surface est la ligne d'une 
rde ^es courbures. Ainsi la sur&ce ««st telle que les lignes i d'une de 
ses courbures sont les intersec^ons .de la surfece par une série de 
.'Sphères concentriques , et "dont le centre commun est à l'origine. 

Passons actueHement à la seconde caractéristique » 4k>at nous amnt 

<vu que Féquation est 

« • * . 

iQtt 

(Cette équation seroit celle d'un plan , si les deux quantités at, )} étôiént 
^constantes. Or , pour tous )es points de cette même caractéristique , 
,ces deux quantités sont en effet constantes ; cieœ si l'on différentie les 
Pileux équations ; • :_. ...i ►;- 



i . : ' * 1 



i^e fournissent les abréviations , on aura 

^ œdàL "hjrdfi •+• mdjc^.*+^ fid/^ ifa= o , 
jHÏùL -^^dfi+^dp + fid(f , .= o , 



* à 



qui , pour la seconde caractéristique , dims laquelle on a 
mdap-^lUfy^dz^izOy deviennent . 1 , 1 r . ^ 

^d^^jrdfi = o> •. ;frf« ^ ^rf#- +• mdp^fidgsso} 

54 
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tirant de ces deux équations lès valeurs dedatldH , on ft 

donc les différentielles dm. , d(^ seront toutes deux nulles , et les^quan- 
tités 4 et jB seront toutes deux constantes , lorsque Ton aura 

ttdp -h (Idq =: o. 

Or y pour tous les points de la seconde caractéristique , cette 
équation a lieu ; car l'équation de cette courbe est 

^dx -f« fidjr -4« dj8 = 9 

et à cause dies abréviations , on a 



( t 



ee qui donne pour « et ^ ^ les^ deux valeur» suivantes 

m, {ydjc "^ xdj) z=: jrdz "^ zdjr 
Jè(jdx'^xdy) =i7tdZ'^%dXy 

qui, substituée? dans l'équation iiux di^rences partielles du second 
ordre » donnent . 



ou 



donc pour toute Pétendoé de i^ même seconde (jarftctérisûque , lef 
quantités « et il sont toutes deux constantes ; donc Féquaticm de cette 
courbe 

est celle d'un plan. Ainsi la seconde caj^actcrisdquc est une couibe 
plane. - ., i; . ^ ^, , 

a 

L'intégrale de cetie équation est en a 



I } 



\ • 



lix^^fijr^ z sa crantante ; 



i 



mai$ les abréviations donnent 

«X «f* iBij* "4** s sa o; 

donc la constante iptrpduite par intégration est nulle | et le plan de 
la courbe passe par Torigive. 

Ainsi la seconde caractéristique est une cottrbe plane » dont le plan 
passe toujours par Forigine. 

neprenons l'équation de la seconde caractéristique 

tidx -+• f^djr -• ifc = o , 
les abréviations donnent 



« * 

ces deux équations donnent pour « et /S , les valeturs suivantes 

X 

qui , substituées dans Téquation aux différences partielles du second 
ordre , donnent 

dp (djr^qdz) zs, (dx^pdz)dq^ 

équation générale des lignes d;e courbure , dont la seconde. çarf(^ 
téristique est la ligne de l'autre courbure de la sur&ce , qui* est pfur 
conséquei^ plane , et dont le plan passe constamment par l'origine. 

En résumant cet article , on voit que la surface à laquelle appartient 
l'équation aux 4fiffeisence9 secondes 



■ 

A deux 'earactéristiqueSi différentes ; que èer camctfipimqiieil île ^xk 
autre chose cpie les lignes de ses- dea^.courbu]?c{i ;. cf. que de ç^ 
deux lignes » l'une est une courbe plane dont le plan passe par l'origine , 
et l'autre est sur la surface Sxmt sphère dont le centre est à l'origine. 
De cela seul il seroit facile dejléillLire. 2éi^ que nous avoua 

exposées précédemment. 
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Des deux intégrales premières de F équation aux diffé 

du second ofdiye. 

Chacane dés < canctérîstiques devant fournir une înt^ratioii , nom 
allons d'abord employer la première , dom Eéqnatiofli eH 

«4^ — illfi:=: O, 

on 

xdx'^jrdfr ^ zdM =3 0^ 

OU enfin , en intégrant 

o?^ ^» ^* -f- z* = >*^ 
Si , dans la proposée 

on substitue pour r et r , leurs valeurs tirées de i:^ = rdx ^ séfy ^ • 
djr = sdjr 4- tdjr ^ en vertu de l'équation de la caractéristique ; eUr ' 
devient 

^P(l^+Ç) = (<^+p)dq/ 

mais en faisant , pour abréger 

1 -h p* -i- q* = k\ _ 



Z 



P^ — Ç2' = ^f 



51 Ton substitue » pour « et /a , leurs valeurs éxai la dernière équation ^ 
eUe devient | 

€^'[*«jp«+- pp ] + d!7[A*y + çi^ ] == o, 
ou •-• 

A»[x4p4-jr^]+ ^ [pdp + qd(jf]s^o^ 
ou ennn. 

r^ k^d^^ pkdk c= o ^ 

«Wkt Vipti^^f ^^T* ^ '*•'•'' ^^''^ ^ constante MbitnnEe. Lt. 
taifactéri^tiqué spbériqtte a donc les équations mtégral< 



% 









dans lèsijaéQet le^ quantités >, <r» qui sont gêaénlement variables » 
ik>nt néanmoins toutes deux constanies^ pour toute l'étendue d'une 
ihéine caractéristique individuelle : donc ces deux quantités sont fonc»~ 
lions arbitraires l'une de l'autre ;> donc une des intégrales premières 
de la proposée est 

qtll coïncide avec celle-qoè nous avons trouvée ptf les considérationii 
géométriques. 

• • • - , 

Pour trouver l'autre intégrale première^ il faut employer la seconde 
li&ractéristique , dont l'équation est" 

Cj^'h- y) 4r h- (* 4* ;^) ^ = or, 

Nous* àvonS: vu' (|ue le!S quantités d et jS*, qui sont* géiiéralcriiènt 
variables , sont toutes deux- constantes pour tous les points de'.cette' 
courbe^ ces deux quantités sont donc fonctions l'une de l'autre >> et^ 
l'on aura >^ pout la seconde- des deux-intégrales preibière^ 

— • "TTr TTT ff 



• • • . 

qui coïncide ave<; une dé celles que nous avons trouvées du*eùtëiiiëntl 

Si l'on introduit jB =: ^œ-, dans les équations produitee' par 1( 
abréviations , elles deviendront 



-IL. 



dx +-^e«-f* Z := éV 

«/>>♦«• ^ifrct*-^ T =± 0<,> *î* • i'' 



qui afurontiièu en même tëms {iotlr lâ^ dai*actéristii{ue'pUne , c^' dànèf^ 
lefifquelles « est la constante qui détermine' la position de la' coulrbe* 
individuelle : donc le résultat de l'âiminàtion die « entre ces deitl* 
équations , appartiendra encore à la surface , et sera la* même inté-' 
grale que la précédente y présentée soùs une autre forme. Cette- 



v^ 
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mtëgralc eiqprime que sî Pou pose la première des dctcc ë<][iiat{oiis 
*^+J**+« = o» c'est-à-dîre , que, si Ton coupe la surface par 
un plan tangent à la surface d un cône à base quelconque dont le 
sommet est à Forigine , on doit aussi avoir la seconde équation 
a;'+^*«— '1=0; c'est-à-dire que ce plan sera partout perpen- 
diculaire à la surface. D'oii il est facile de conclure que la surfoce 
est engendrée par une courbe plane quelconque et constante déforme^ 
dont le plan roule autour d'un cône à base quelconque , dont le 
sommet est à Torigine. 
• < 

Intégration de l'intégrale première 

On sait que si la différentielle delà proposée prise en regardant ;> et q 
comme seules variables est Pdp + Çdq = o , l'équation de la ca- 
ractéristique est Mx^ ÇWr =B o. Or , en i&isant, poor abréger. 
« +fH- y' = A* » on a , dans le cas préerat 1 



/» = ar • ''* 



; 




L'équation de la caractérisUque est donc 
ou , cbanant •¥ au mojren de la proposée 

~ (^ + y«) ^ + («+/»«) <^ + (^« — ;j^) ds :^<j , 

équation qui sera ceUe d'un plw , « les quantités -ilUfL « ^"^"^ 

sonj toutes deux constantes pour tous lès points de cette couAe. 

Or , cela a lien en effet ; car après ayoir représenté ces deux quanUtés , 
la première par ^ * . la seconde par /S , ce qui donne 

) . \ «*-+-P^-+-a = o, 



a, 



P+liq-^i =rO, 



( ^7« ) 
on trottTe, par k différemialioii , que les différentielles d^j dfi 9 sont 
tontes deux multiples de mdp -|- l^d^ > et sont , par conséquent , 
toutes deux nulles , quand on a adp -|- l^àç = o. De plus , cette 
dernière équation a lieu pour toutes les caractéristiques ; car si Ton dif- 
férentie la proposée en regardant successivement oc cijr comme seules 
variables , on a 

Pr+ Qs + ^k(x rt-pz)^f =: o , 
Ps+Qi'+*2k(j -h9x)^=:o, 

qui , par Télimination de ^' , donnent 

on ^ 

» 

équation qui appartient à toute la snr&ce. Mais Téquation de la ea- 

ractéristique est . 

Pdjr — Qdx =zo i 

P 
donc éliminant -pr des deux dernières équatk>ns » on aura pour 

fouie l'étendue de la caractéristique 

(«r + jB^) dt •+• («^ + |B/) rf^ = o , 
ou enfin 

mdp-^lidqzsio. 

Les quantités « et /B sont donc toutes deux constantes pour une même 
caractéristique. L'équation de la caractéristique 

adv'^l^djr'-^^dzssiO y 

est celle cPun plan f et parce qu'à cause des abréviations p cette inté- 

grale ne peut être autre que 

■ 

«j? + /ai^ + 2=i o, 

il s'ensuit que la caractéristique est une couche plane ^ dont le plan 
passe constamment par Torigine. 

Pour avoir l'expression de cette courbe , indépendamment de la sur- 
face sur laquelle on la considère » il faut » au moyen de son équation 



/ 



\ 



,«t de dt =: /?^ 4" 9^y 9 âûniner de la proposée les deux <{uaiitifiSii 
p et ^. Le résultat de cette élimination ^.({m , ^aiai$aat vpour.abp^er^ 

ar' + V» 4- «« = «•., 

. est l'cquation unique aux dîffi§re^çes ordinaires^ 

• •> 

^flxptime donc la caractéristiqueaConsidérce d^e manière abstrait^, l^ 
propriété qu'énonce cette équation est que l'arc de la courbe est \n\fi 
^certaine fpnc^on du rayon vecteur , ou que la distance de 1,'origino 
^au plan normal est aussi ibnctiofi du jpiéfne r^ajov '^ecteur. 

La^ caractéristique étant exprimée par une seule équation aux diffcr 
,rences ordinaires , qui appartient aussi à tputes ies courbes touchées 
par les difTérentes séries 4e caractéristiques , il s'ensuit que Ja sur&ce 
,a une arête de rebroussement qui résulte de la génération ^e-méme j 
^ <]pî .«L Ueu,» quelle g^e ^oit la géoératrioe. 

Intégrons d'abord l'équation aux différences ordinaires considérée 
comme appartenant aux caractéristiques. 'Four cda , «i , /des dtâu^ 
.équations 

.et ^e leurs différentielle ' ^ 

adac'-^iidjr^dz :=^.0 f . xd;fc ^ jrdy '\- xd^ z=: lùfy ^ 

.on tire les valeurs de x , / , dx ^ djr po^ les substituer dans U 
proposée , on les réduira à une' équation aux différences ordinaires 
entire les » ijeux seules Taii^l^ss m et >. P^it^ c«s équat^pi^ , ^« et $ 
sont des constantes arbitraires. De ce^ quatre, ;équatiqns , le;& deu^ 
.dernières donnent pQtgr dx et djr les valeurs ^suivantes ; 

dx (Jlx — ajr) = filtdu + & (t* — fisi) , 
€Î^ (jB;r -^ a^) == ai«fa — --/fe (a? •-- *s) , 

Apà , ;Ci3i faisftnt , pour abréger , i + «» +^». = Av, donnent 



j 



^ 

> 
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Mais des detiz premières 6n tira 

Boac , on aura 

Substituant cette valeur de dx* + àj^ + '* dans Téquation aux 
différences ordinaires, elle deviendra 

du.'^u* ' h (udz '■^ zdu) 

•(14» — *•) ~ k^ [«*<«* -+• MO — A*»* ' 

dans laquelle on s^arera les variâmes en ftisuu — =3 i^ j ce fui 



donne 






a^(a* — 4^*) 1/ [i'» (*» + /8») — A«] 



qui ^intègre par les quadratures » et dont Tintégrale est 

^ du 



f 



„v>— ^ ■*"'^- ~*- TTPTmT""^''' 



ou I mettant pour f^ sa valeur -^ , . 

«v^(«.-,^). +«^-^- ii;'(*>4-i»') "^^'^ 

> étant \à «MaMMile wbilraire iatroduiie par «ette^4nié§raii<m. Biais 
on a aussi pour la caractéristique 

«a: -4- jB^^- s =5 o. 

Donc , ces deux équations , qui sont complétées pur les trois constantes 
arbitraires « > /B , ^^ , appartiennent à la caractéristique considérée d'une 
manière abstraite ; en sorte que si Ton regarde « , /B , )^ comme 
susceptibles cbacune en particulier , de toutes les valeurs possibles , 
ces deux équations e^^ment loutes les caraeiénstiques planes qui 

35 
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se trouvent sur toutes les surfaces susceptibles de la génération eacpri- 
mée par Féquation aux différences partielles. 

Si l'on vouloit prendre une série de ces courbes , telle que le lieu 
de toute la série fût une surface courbe , il faudnoit établir entre 
« , jB , 9/ deux relations ; ce qui se réduiroit à faire jB = ^ « , 9. = ^r* ; 
les deux équations , qui deviendroient alors ^ 



/ 



— 7- r-^ -+• arc. COS. /^ , , ,x — = ^r* 

*x+j<|>H-« = o, 



^ - • - - 

appartiendroient seulement aux caractéristiques qui se trouveroient 
sur la surface : la nature de cette surface dépendroit de la Vorme 
des fonctions 4 et ir ; et chacune des courbes seroit déterminée sur 
cette surface par la valeur particulière de la constante « , la seule 
qui subsisteroit alors 5 par conséquent , en éliminant « entre ces 
deux équations , on auroit celle de la surface qui seroit le lieu de la 
série. 

Mais , poi)r la surface que nous . considérons » la série ne doit pas 
être formée d une manière entièrement arbitraire. Dans chaque série , 
deux courbes consécutives quelconques doivent se couper » et la suite 
de ces intersections .doî( donner lieu à l'arête « de rabrousse^ent. 11 
s'agit donc de trouver la relation qui doit exister entre « , ^a, ^«9 
pour que cette condition soit remplie. > ♦ - 1 ]i ► > 

Or j le point de la caractéristique qui appartient aussi à l'aréte de 
rebroussement , est celui dont les coordonnées ^^ y ^ 2? ne changent 
pas dans les deux équations précédentes quand « * varie. Donc , si 
l'on différentie ces deux équations en regardant a conmie seule va^ 
riable , les deux nouvelles équations 






h (*» + ^0 V [—- («» + <fO — ^~\ 

et 

qu'on obtiendra, appartiendront , aiœi que les deux précédentes 9 -^^ 



^ 
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point de laréte de rebraussemenr. Donc , si , entre ces quatre équa- 
tions , on élimine les trois coordonnées a: , ^ , 2 , l'équation résultante 
en«, <^ce, v-ee 9 détermine la forme que doit avoir la fonction tt, 
pour que toutes les caractéristiques dfune même série se coupent 
consécutivement. 

Pe ces quatre équations , la seconde et la quatrième donnent 

jî (♦—»»♦') = «♦'. jC» — ?»<>') = — »i 

et par conséquent 

Cette valeur , substituée dans la troisième , opère l'élimination dont 
Jie résultat ' 

doit déterminer la forme de la fonction ?r que l'on trouve en intégrant 



TT 



/(<ï> ei<p') dût 



La valeur de 7 , substituée d^ns les quatre équations , tjient lieu d'une 
d'entre elles 3, eUes se trouvent par là réduites aux trois suivantes : 



« ' » 



«-+-7^=0, 

qui , pour une valeur de « , déterminent celles des trois coordonnées 
^»y> ^ du point de Taréte de rebrotissetfient. Donc, les deux 
équations qui résultent de L'élioùnaiion de « i»tre les trois équations 
précédentes , sont l'intégrale complète de l'équation aux diiSérences 
ordinaires. Ce résultat comprend, comme cas particulier , riAtégt*aie* 
qui i^'éto^ (Complétée que par ies trois constantes arbitraires « , jB ,>.^ 
De ce» traid équatioai iniégt[*al^s , Je$ deux premJères s^ilt''<?èUei^ de 



\ 
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( 37Û ), 
h caractérisu<{u^ regardé^ comme fai$a^ partje d'une série dont le 
lieu est une des surfaces que nous considérons ; et la constante 
arbitraire « » par sa valeur » détermine dans celte série la cour}>e 
individuelle. Doue , le résultat de l'élimination de « entre ces deux 
premières équations sera l'équation de la surface » et. par conséquent 
l'intégrale complète de l'équation aux différences partielles. 

Lorsque la fonction '^ est arbitraire , ce qui a lieu si l'on considère 
la proposée comme l'intégrale de l'équation aux différences partielles 

fonction arbitraire que Ton peut représenter par un signe particulier 7, 
Donc , l'intégrale finie de l'équation aux différences partielles du 
second ordre , est le résultat de l'élimination de « entre les deux 
équations. 

*^ + J'<P + « =s Ot 

Intégration de Vautre intégrale première 



est aussi une 



X 



qx-^pj 



DY I 



qx^pjr 






Si Foa représente' pur m la quantité qui est sous le sigae de la fo»e^ 
tion 4> > on aura^ les deux équations 

jr^qz7=--*{qso^py)/ 
Ces deux équations peuvent être remplacées par les deux suivantes r 

«;^ H^ ^# -PH I Bfiia^ ' I' • 



11 \ 



• • I » 



doçikpremièns.^ destinée àélimînfi: TiiodéterioMé^A^e lasfOStt 
et dans lesquelles les différences partielles sont linéaires. 
Or i)il)est «ifidept que , quelle que S9it la lame de la fonction «^ 



\ 
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la Videur de m prise dans la première ^ et substituée dans; la seconde ^ 
n'y introduira 4{iie les quantités jc^ y^ s : donc si Ton dificrenlie 
la seconde en regardant p ^^ <l ccHnnus sendes variaUes , on aura 
Pzzizm,^ Ç:=zi^ i par conséquent l'équation de la caractéristique sem 
eid^ — ^dx = G 9 ou remettant pour |B et 4> leurs valeurs 

ou enfin 

xdjG '^jrdj -H sdz = o , 

dont rintégrale est 

y étant la constante arbitraire. 

Ainsi la caractéristique est sur la surface cTune sphère dont le centre 
est à Torigine » et doiU le rayon y a une valeur particuEère pour cbaquer 

caractéristique individuelle ; c'est<4-dire, que si f oo conçoit la suiiace | 

coupée, par une série de surfures q^bériqnes dont \^ centres soient k j 

l'origine , les intersections seront la série des caractéristnjues. Or , lea i 

sur&ces de sphères concentriques ne se coup»t en aucun point ; donc 
deux de ces caractéristiques consécutives ne peuvent se coiqj^er j donc 

leur série ne peut domierlteu à une Mrète de r e bp o osseroent ; donc enfin 

la surface , en vertu de sa génération , n'aura d'autre arête de re-^ 

broussement que celle qm est touckée par tontes les canctéristiquea 

planes , et dont nous avons pulé dans l'article précédent. On pour- 

Toit encore condare que la caractéristique ^^ra e^mmée aux diffé-. 

renées ordinaires par deux équations distînctea , et cette conséquence «^ 

ainsi que les précédentes 9 résulteroit de ce que les différences» purti^eyj 

sont linéaires dans la proposée. Mais , pour éviter de , trop, grande» 

généralités ^ nous nous contenterons ici de prouver cette dernière ^ 

proposition ^ à posieriarC ; 

Si, dant la piroposée qui résulte de l'éliininaut»! de « mtm Im dw» 

iquatiops . . ' , 

«X + j^e + « ;p o,y 

on stibstitue pour û sa valeur tirée de db = p^-4- miy . la seconde 
aenent 

p {fiàf i^ eifcr) =: €^ — ^d» \ I 
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et appartient encore à la surfoce eritiëïe : maïs si Ton 
seulement la caractéristique pour laquelle on a «<i^ — ^da? =^0 , le 
premier membre devient ïiui : le second Tçst donc aussi pour elle , et 

l'on a 

' dj- = !^dz , 

et par conséquent encore 

doc 5= etdz^ 

V 

Eliminant a entre ces deux- équations, on aura aussi pour la carac* 
téristique Téquation aux différences ordinaires 

« 

dv ( dao \. 

qubn peut réduire aux deux seules variables' x ^ y^ en chassant s 
et dz au moyen de la première équation de cette courbie. Ainsr la 
caractéristique a donc les deux équations aux différences ordinai^res 
~ stiflictes 

dàdx '^ydj-'^ zdzzi::: 



' . / 






- / 



dons la dernière desquelles > est une constante. 

De ces' deux équations , Tune est déjà intégrée , et son intégrale 
est complétée par la constante arbitraire jf. Lorsque nous aurons 
intégré l'autre , doiit l'intégrale sera complétée par une autre cons- 
tante arbitraire «T, si l'on regarde les deuic constantes >', ^, comme 
susceptibles de toutes les valeurs possibles , les deux équations intégrales' 
appartiendront à la caractéristique sphérique cotisidérée d'une manière 
abstraite , c'est-à-dire , à toutes les caractéristiques individuelles qui 
se trouvent sur toutes les surfaces soumises 'à lit génération dont il 
5'agit : le lieu de toutes ces caractéristiques sphériques sera l'espace 
entier. Mais si l'on veut former une série de ces courbes dont le lieu 
soit sur une surface courbe , il faut établir entre > et / une relation ; 
Q^qui se réduit à faire ^= '*'^ j alors les deux intégrales ne; ren-^ 
fermeront plus qi^e la seule constante arbitraire > , dont la Yfdtiiv 
déterminera sur la surface la caractéristique individuelle ; et pa^ 
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coiiséq[uexit rclimînation de y entre ces deux intégrales produira en 
ac y y ^ :& l'équation de la surface qui sera le lieu de 4a série. Cette 
surface sera Ja plus générale qu'il sera- possible , et son équation sera 
rintégrale complète de Téquation aux difTérences partielles » si la 
ibnction '4^ est arbitraire. Tout se roduit dpnc 'actuellement à intégrer 
la seconde équation aux différences ordinaires 

I xdx-i-j-dj^. ■ . . ■ t xdx -jt-jtfy . y 

Pour cela,' soit représentée par a» la quantité gui es^ sousi , le signe de 
la fqnction • on aura 



dx \/(>* — Jc» — •^*) = (jcda: ;^ ydjr) ^ , 

rf^ V(>* •— or'i — jr*) X (jodx ^jrdj) ♦» , 



desquelles on tîr& les deux suivantes ,- <jui en tiendront - lien 

-?■ .• • •. ... .'»djr—<l{4x = o^: .j^ .. . , ;, i j , 



I • * 
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Si tt ctoit constante , l'intégrale de la première seroit 
^ — a f ^ — Von stante^.mais^ m Vét^t :^lrifd)|é i la coûstax^ v4oit âtre 
une foniSidn dé 6> , que ncius ^représrenterons par y» , et qui doit 
d'abord être telle que la . diOcrentielle de l'intégrale , prise eik vit 
faisant varier que » , ait lieu.*-. A la- place des deux équations précé- 
dentes y ou aura donc les trois suivantes : 



, . I > • . . . * 



ùy rr- oi^^ z^.fu, <, ..-.^. . .•.:..,..,.. . . (a) 
jr — x*' =/' , . . . . Çb) 



. <j :r; 



• j:— ^* = ^^^y^-r^^—j^) (c) ^ y 

qui , par l'élimination des deux variables ac y j , donneront en « , ^ 
ety une équation aux diftcrences ordinaires qui^ servira à déterminer 
la fprme de la fonction /. 

Or^ en faisant ,*poop abrégisr*,' ' * V/ ' ^ \ ■ /k^ ="v \ ''le. résultat dn 
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cette âoninaiion est 



équation dans laquelle les variables sont séparées , et dont rint^ale 
complétée par la coustanté arbitraire i* est 



ir 






Remettant pour p sa valeur , et ftîsant , comme nous Tavous dit p. 
fi=.'^yj on aura , pour la valeur de/*» 



Cette valeur siAsikaée dMS les. trob ^quaikms («)>(&)>(«)» tiendra 
lieu de Tune d'elles , de là troisième ^ par exemple ; et parce que la 
seconde est la différentielle de la première » prise en regardant m 
comme seule variable » it s'ensuit ^u* si f on représente par M la 
quantité suivante 

4ani laipeUe on a • 

l'intégrale complète de l'intégrale aux différences paruelles sera le 
i^ultat <le l'élimination de i* çntre les 4ei)tt équations 

La zone de la surface comprise entre deux caractéristiques planes 
consécutives , peut être r^rdée comme le luseau infiniment étroit 
d'une furfiice 4e révekt lion autoup d®. l'iiatdKSWliOii. d«^ âei» plsi^s » 
considérée comme axe ; îaire de cette sone est donc égale i Tare ' 



à 
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de là génératrice multiplié par l'espace que parcourt le centre de 
gravité de Taix: pendant la génération de la sone. Donc, Faire finie ^ 
parèourue par un arc quelconque de la génératrice > est égale au 
produit de cet arc multiplié par l'arc que parcourt le centre de gravité 
dé Tare générateur. U est facile de voir aussi que la cubature de 
l'espace parcouru par un segment ou un secteur de la génératrice » 
est égale au produit de Taire de ce segment ou de ce secteur ^ 
multiplié par Tare que parcourt le centre de gravité du segment ou 
du secteur «^ Cette sur&ce , quoique son équation contienne deux 
fonctions arbitraires , n'est encore qu'un cas particulier de cëUe qui 
jouit de la même propriété , et dont nous nous occuperons dans un 
autre paragraphe. 



§. XXV. 

De la surface courbe dont toutes les normales sont tangentes à une 

même surface développahle quelconque. 

PaiLiMiKAïass. 

I. 

On sait que toutes les normales d'une surface courbe sont en même 
tems tangentes à denit autres surfaces , dont la première est le lieu 
des centres d'une des courbures de la surface primitive , et dont la 
seconde est le lieu des centres de l'autre courbure. En général , les 
deux surfaces des centres de courbure sont les nappes distinctes d'une 
même surface courbe i elles sont exprimées par une même équation 
d'un degré pair f qt dont les radicaux ont des signes différens pour 
l'une et pour l'auU^e. Cependant , pour certains cas particidiers dont 
le nombre est encore infiniment gi^nd, les équations des deux nappes 
de la surface des centres de courbure sont séparées i elles ne sont 
pas de nature à s^écbanger Time eu' l'autre dans aucune fa^rpothèse'; 
et l'une de ces surfaces peut être entièrement construite sans qu'on 
ait déterminé unwseul point de Tmlre ;:cnais ,. même alprs , il existé 
entre ces deux sut&ces une rcfattion dobt nous «Uons^nous occoper. 

56 



•x 



( a8a ) 

Par exemple , pour une surface quelconque de révolution , le lieti 
des centres de la courbure dans le sens des parallèles se réduit à une 
ligne droite qui est Taxe de révolution ; les équations de cette droite 
sont absolues , et . n'ont aucun rapport avec l'équation du lien des 
centres de la courbure dans le sens des méridiens; mais , par cela 
seul que cette première nappe est une ligne droite , la seconde est 
assu)étie à certaines conditions -, elle est elle-même une autre surtace 
de révolution autour du même axe : et l'on voit aisément que le 
méridien de cette nouvelle sar£aice de révolution est la développée 
du méridien de la première. 

Ainsi , deux surfaces ne peuvent pas être prises arbitrairement pour 
être les deux nappes du lieu des centres de courbure d'une troisième 
surface. De ces deux nappes une seule peut être prise arbitrairement ; 
et celle-ci étant donnée , l'autre s'ensuit nécessairement; ce qui donne 
lieu au problême suivant , que nous allons d'abord résoudre. 

II. 

Une surface courbe quelconque donnée étant régardée comme le 
lieu des centres d^une des courbures d'une autre surface , trouver 
V équation du lieu des centres de Vautre courbure ? 

K 

La normale devant toucher les deux surfaces des centres de cour- 
bure f soient x^ , y^ J les coordonnées de son point de contact avec 
la première , et xf^y y^^^ z^' celles de son point de contact avec la. 
seconde. De plus , soient 

dz" = p'fdx' ^ q'^dy ^ 

9 

4 

l'équation différentielle dé la première sur&ce des centres , et 

. • • • « » 



celle de la seconde surface; il est clair que p'f q' seront des 
^e xf eiy^ et (piep^'f q'^ se^pnt des fonçtiqxis àtx'^rjrf'. 

Gela posé' y si par le point de contact de la normale avec la pre* 

nière snriace des centres , oi dont les cooirdoiinées sont ^p y y %^y 
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on mène un plan tangent à cette surface , Féqaation de ce plan en 



s sera 



r 

Mais ce plan contient la normale , et passe par conséquent par le 
point de contact de cette droite ayec Tautrë sur&ce dts centres , 
point dont les coordonnées sont a:",y, «" ; donc , l'équation de ce 
plan aura lieu entre les trois coordonnées du second point de contact ,* 
et Ton aura . 

de même , si , par le point de contact de la normale avec la seconde 
«uriace des centres, et dont les coordonnées sont x'^^y, s'', on mène 
un plan tangent à cette surface , Téquation de ce plan en a? » ^ , z sera 

z^z'^ = p'^(a:-.ai^^)+Y(jr^y')\ 

.1 
et » parce que ce second plan contient encore la normale » et passe 

par conséquent par le point de contact de la normale avec la pre« 

miëre sur&ce des centres , point dont les coordonnées sont et', jr^^ z\ 

il s*ensuit que Téquation du plan doit avoir lieu entre ces trois 

dernières coordonnées ; donc » on aura 

«// - 5' = ;,'/ (a:// ^ a:/) + ^// (y/ --y ), 

De plus y par. la propriété des courbures des surfaces courbes , les 
deux plans tangens que nous venons de considérer , et qui passent par 
la même normale, sont rectangulaires entre, eux; donc, les coeffiaiens/ 
die leurs équations auront entre eux la relation suivante : 

pi pli ^ ^V'H" I = o . 

On aura donc entte les coordonnées des deux surfaces des centres 
de courbure , les trois équations que nous réunissons ici 1 



.// 
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p^p» + <lY +1=0. 
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Actuellemeiit , si l'une des sorfaces des centres est donnée , ceUe ». 
par exemple , dont les coordonnées sont afy 7^, 2', on aura entre ces 
trois coordonnées une équation que nous pourrons représenter paz 

et de laquelle on tûrera par la différentiation 1^ valeurs de // et ^ en 
xf^y^ tK Ces valeurs étant substituées , si des quatre équations on 
élimine les trois quantités ocf^f^ J^ on aura en a:'^ y, s'^ p'', 9", une 
équation aux différences partielles du premier ordre , qui sera celle 
dé la seconde surface des centres demandée. 
Appliquons ce résultat à un cas particulier simple et connu. 

m. 

Supposons que la première surfiaice des centres dfe courbure se 
réduise à une ligne droite qui se confonde ayec Taxe des z , ce qui 
est ^ comme on sait , le cas d'une surface quelconque de révolution 
autour de cet axe , et qu'il faille trouver l'équation de l'autre surface 
des centres 9 on aura, pour la première surface, les deux équations 
a:/ =1 o ^ j-' = o , ce qui donne /?' := oo , .9^' = co j substituant dans 
les trois équations ci^dessus , elle3 se réduiront aux deux suivantes :, 

entre lesquelles éliminant /i^ 9^ seules Nantîtes qui contiennent encore 

x', r', on aura 

^y/_y/fa:" = o, 

équation , aux différ^ices paruelles du premier ordre , qui appartient 
à une surface quelconque de révolution autour de Taxe des s , et qui 
d'ailleurs ne statue rien sur la natui'G du méridien de cette sur&ce f 
qui est par conséquent arbitraire. ■ ' 

Donc , lorsqu'une des sur&ces des centves $e réduit à une droite , 
Fautre surface des centres est de révolution autour de cette droite 
considérée comme axe. 



\ 
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{Miragraptie suivant , et supposo:nB que la première sur&ce des centra 
toit une surface dévcloppable quelconque ; Féquation de cette surface 
sera , comme on sait ^ le résultat de Télimination de Tindéterminée « 
entre Iqs 4ei^ équations suivantes : 

dont la seconde est la différentielle de la première , prise en regardant 
« comme seule variable', et duns lesquelles les fonctions « et i" sont 
arbitraires. 

En différenttant , on aura pf =s^afÇ':s:^; et substituant pour 
s', f/^ (f leurs valeurs dans les équations ci- dessus , on trouvera 
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En sorte que féquation de la seconde surface des centres est le 
résultat de l'élimination de « entre les deux équations précédentes » 
élimination qui ne peut s'effectuer que lorsque les fonctions ^ et 'i' 
sont déterminées. Cette équation se présente sous la forme d'une 
différentielle partielle du premier ordre , et l'est en effet quand les 
formes des deux fonctions sojit déterminées ; mais si ces fonctions 
sont regardées comme arbitraires , ce qui a lieu lorsque la première 
surfiice des centres est considérée comme une surface développable 
quelconque , l'équation de la seconde surface des centres » pour ne 
plus rien contenir d^arbitraire , et être délivrée de tontes les fonctions , 
doit être portée aux différences partielles du troisième ordre. Nous 
aurons bientôt occasion de voir que cette surface n'est autre chose 
que celle qui va &ire l'objet de ce paragraphe. 

Ces préliminaires éiant posés , nous allons nous occuper de la 
surface dont toutes les normales sont tangentes à une même surfiice 
développable quelconque. 

V. 
Générations de la surface. 

» 

PrénUère génération. Une surface couibe étant telle que toutes ses 
norisialei^osaàt tangentes à une même sur&ce développable , concevons 
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Bn premier plnn quelconque tangent à la snr&ce déîreloppabte , et qui 
la touchera par conséquent en une droite ; ce plan coupera la surface 
proposée dans une courbe pour chaque point de laquelle la normale 
à la surface sera dans le plan ^ il sera donc lui-même normal à la 
surface dans chacun des points de son intersection avec elle , de la 
même m^Aiëre que le plan d'un méridieii quelconque d'une surface 
de révolutipn est. normal à cette surface dftns chacun des points de 
la courbe, du méridien. Concevons ensuite ^uA second plan tangent 
à la surface dcveloppable , infiniment voisin du premier , et qui 
coupera le premier dans 1^ droite de son contact avec la surÊtce 
dcveloppable ; ce second plan tangent coupera la surÊice proposée 
dans une nouvelle courbe , et sera lui-même normal à la surface dans 
tous les points de cette intersection. L'élément de la surfeee proposée 
compris entre ces deux intersections consécutives , let qui sera par- 
tout perpendiculaire en même tems aux plans qui les prodmsent , 
pourra donc être regardé comme le fuseau indéfini d'une surface de 
révolution compris entre ces deux plans considérés comme méridiens 
consécutifs , et dont l'as^e de rotation sera la droite d'intersection de 
ces deux plans. Cet élément pourra donc être regardé comme engendré 
par le commencement de rotation de l'intersection de la surSaice par 
lé premier plan autour de la droite de son intersection avec le 
second ; et par conséquent la courbe génératrice viendra s'appliquer 
sui* l'intersection de la surface du second plan , et se confondre 
avec elle. 

Concevons encore un troisième plan tangent à la surface dévelop- 
pable , et infiniment voisin du second ; il coupera le second plan dans 
une autre droite infiniment voisine de la première , et qui , comme 
elle , sera sur la surface développable. Ce troisième plan sera aussi 
normal à la surface dans tous les points de son intersection avec 
elle ; l'élément de la surface compris entre cette troisième intersection 
et la seconde , pourra aussi être regardé oomme engendré par le 
commencement de la rotation de la seconde autour de la seconde 
droite ; et dans ce mouvement , la seconde intersection vient s'ap- 
pliquer sur la troisième et se confondre avec elle. 

En continuant de considérer ainsi la suite dés plans "consécuti- 
vement tangens à la surface développable 9 et qui tonchent cette swAm 
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dans les droites «onèëcutkcs dont elle est ie lieu général , on toît 
que chacun de ces plans produit une section sur la surface proposée , 
et que ces sections sont telles , que si la première se meut d'abord 
en tournant autour de la droite de son plan avec la surface dévelop- 
pable , et qu'elle continue à se mouvoir en tournant toujours autour 
de la droite variable du contact de son plan actuel , elleviendra succès- 
sivcment s'appliquer sur toutes les auûes , et se confondre entièrement 
avec chacune d'elles. 

n suit de là que la surface proposée peut être regardée comme 
engendrée par le mouvement d'une courbe plane arbitraire , constante 
de forme et de grandeur , et dont le plan roule sans glisser sur une 
suiface développable quelconque. 

VL 

Quelle qne soit la nature de la surface développable sur laquelle 
roule le plan de la génératrice , et quelle que soit la nature de la 
génératrice elle-même considérée dans son plan , la surface engendrée 
a plusieurs propriétés générales indépendantes de ces particularités. 
L'énoncé de chacune de ces propriétés générales peut être regardé 
conmie une déHniUon complète et suffisante de la surface ; et toutes 
ces propriétés sont exprimées dans une seule équation, ou peuvent 
en être déduites par les règles de l'analyse. Nous aUons d'abord nous 
occuper de celles de ces propriétés générales qui se déduisent le plus 
fiicilement de la génération que nous venons de trouver. 

VII. 



— ^ .^„ o^iMwc L-uuroc quelconque passent 

toujours deux lignes de courbure qui se coupent à angles droits sur 
la sur&ce j ,et chacune de ces deux lignes est telle , que si , par tous 
les pomts , on mène des normales à la surfece , ces normales se 
rencontrent consécutivement deux à deux , c'est-ànlire , sont toutes 
tangentes à une même courbe qui , en général , est à double courbure 
et réciproquement. Or , si , considérât la génératrice de la proposée 
dans vàe position quelconque , on mène par tous ses points des 
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normales à là surface , ces droites , qui serout a«ssi normales à la 
génératrice , seront toutes dans le plan générateur ; elles se rencon*- 
treront donc consécutivement deux à deux , et elles seront toutes 
tangentes à ime même courbe , cpi , dans ce cas , sera la développée' 
plane de la génératrice. 

U suit de là , i®. que la génératrice , dans toutes ses positions» est 
la ligne d'une des courbures de la surface engendrée ; 2^. <{ue cette 
ligne de courbure est toujours plane. Mais un plan ne peut être 
susceptible d'une seule série de positions , et être mobile dWe ma- 
nière plus générale cpie de rouler sur une surface développable 
quelconque ; donc , il n'y a point d'autre sur&ce qui jouisse de la 
même propriété ; donc , la surface engendrée est définie d'une manière 
complète lorsque l'on énonce qu'une de ses lignes de courbure est 
constamment plane. 

La courbe parcourue par chacun des points de la génératrice est 
perpétuellement normale au plan générateur.; elle est donc aussi per^ 
pétuellement normale à la génératrice , et par conséquent aux ligner 
d'tme des courbures ; donc , elle est une des lignes de f autre couribnrek 

y III. 

n est bien évident que la surface développable touchée par toutes 
les normales » ou sur laquelle roule le plan générateur , est la snr&ce 
des centres d'une des courbures ; mais nous venons de voir qu'en 
considérant le plan générateur dans une position quelconque » toutes 
les noimales à la surface qu'U contient sont tangentes à la développée 
plane de la génératrice : cette développée est donc sur la surface des 
centres de l'autre courbure ; sur&cè qui est le lieu de toutes les 
déveloj^ées qui conviennent aux positions différentes et successives 
du plan générateur. Or , la génératrice est constante de forme et de 
pQsition dans son plan mobile ; sa développée est par xronséqumit' 
aussi constante de forme et de position dans le même plan ; donc , 
en même tems que la génératrice engendre la surface proposée , sa 
développée constante engendre la surface . des centres de la seconde 
courbure. 

lia surface proposée est donc définie d'une manière complète. lorsque 
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Ton dît ^e la surface ctes centres de Tune de ses courbures est 
engendrée par ie mouvement d'ttne courbe plane constanie de forme 
dont le ptaa , sans glisser , roule sur une surface développable 
quelconque , ou lorsque l'on dit que la surface des centres d'une 
de ses courbttres a toutes ses monnaies tangentes à la même surface 
développable. 

IX. 

La surÊice proposée peut avoir des lignes singulières ou des points 
singuliers qui dép^adent et de la surface développable sur laquelle 
roule le plan générateur , et de la nature même <fe la génératrice ; 
mais , indépendamment de ces particularités , elle a une arête de 
rebroussement nécessaire qui est une suite de sa généralion. En effet , 
concevons que le plan générateur roule sur la surface jusqu'à ce que 
la génératrice se soit entièrement appliquée sur elle , et que les points 
dans lesquels se fait cette application laissent leurs traces sur la 
surface/ développable .; .on aura sur iîette surface une courbe k A&éAe 
courbure qui sera en même tems siiar la 6uv6ce engendrée. Cela posé ; 
considérons un point quelcoo^e de la igéoénaiioe ; ^ point décrit 
une courbe qui d'abord .s^approohe *de plus en ]4us et la surface 
développable , à laquelle eUe devient perpendîcuiaire au teômem où 
le point décrivant s'applique sur cette «urfece. Le point décrivant 
ne pouvant pas pénétrer au - ddk de la surfiice d^eloppid>le , se ré- 
fléchit ; la nouvelle branche de la courbe qu'il parcourt commence 
par être encore normale à la surface développable, dont elle s'éloigne 
ensuite de plus en plus. La ligne de seconde courbure ^*il parcourt 
a donc un point de rebroussement placé sur la sur&ce développable 
en un des points de la trace de la génératrice. La même chose ayant 
lieu pour toutes les autres lignes de seconde courJ)ure , il s'ensuit 
que la isurface engendrée a une arête de rebroussement^ que cette 
arête est la trace même de la génératrice sur la surface dévelQppafale • 
qu'elle est perpétuellement touchée par la génératrice , et qu'elle est 
par conséquent le lieu de l'intégrale particulière de toutes les lignes de 
courbure planes. 

A.» 
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Ion suppose «jae le plan générateur continue de rouler sur la 
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surface développabic jusqu à ce que la développée de la génératrice s'y 
soit aussi entièrement appliquée , et que cette développée y ait aussi 
laissé sa trace , on aura sur la surface développable une nouvelle 
courbe à ' double courbure , qui sera, évidemment une arête de re- 
broassement pour la surface des centres de la seconde courbure. 
Cette arête se trouvant en même tems sur les deux surfaces des 
centres , chacun de ses points sera un centre commun aux deux 
courbures. Donc , si Ton conçoit toutes les tangentes possibles à ' 
cette arête , chacune de ces droites sera normale à la surÊice en- 
gendrée , et la coupera en un point pour lequel les deux courbures 
de la surface seront égales entre elles et dans le même sens. Donc , 
la courbe qui passera par tous ces points , sera sur la surface une 
lic^ne singulière; ce sera celle de ses courbes sphériques. 

XL 

La surface engendrée jouit généralement de la propriété exprimée 
par la règle de Guldin ; car » si l'on suppose qu'un arc fini et constant 
de la génératrice soît entraîné par le plan générateur et parcoure une 
zone finie sur la surâice , cette zone finie pourra être considérée 
comme divisée par lés positions consécutives de la génératrice en 
fuseaux infiniment étroits de surface de révolution ; Faire de chacun 
de ces fuseaux sera égale à l'arc multiplié par le chemin que parcourt 
le centre de gravité de cet arc ; donc , l'aire de la zone entière sera 
égale à cet arc , facteur commun , multiplié par la somme des espaces 
parcourus par le centre de gravité. 

On reconnolt de même que si l'on circonscrit sur le plan générateur 
un espace par une courbe quelconque continue ou discontinue , mais 
rentrante en elle-même , la solidité du volume parcouru par cet espace 
est égaie au produit de Taire de l'espace multiplié par l'arc que 
parcourt le centre de gravité de l'aire. 

XII. 

Si la génératrice est une droite fixe dans le plan et mobile avec lui , 
la surface engendrée sera une nouvelle surface développable ^ dont 
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Faréte de rebronssement , perpétuellement tottcliée par la droite gèaé-^ 
ratrice , est entièrement sur la première surface développabie. Cette 
nouvelle surface développabie est perpétuellement normale au plan 
générateur > tandis que la première est perpétuellement touchée par 
lui. Enfin , ces deux surfeces développables ont entre elles cette 
relation ) que la première est la développée de la seconde : ainsi les 
surfaces développables ne sont qu'un cas infiniment particulier de la 
surface que nous considérons. 

XIIL 

Seconde génération. Une surface quelconque de révolution , cons- 
tante de forme et de grandeur , étant supposée fixe sur son axe , mais 
mobile avec lui y concevons . que l'axe tourne autour d*un de ses 
propres points , et entraîne la surÊice de révolution dans une seconde 
position à ime distance quelconque de la première i on aura alors 
deux surfaces de révolution semblables et égales ^ntre elles , et placées 
& égales distances du point d'intersection de leurs axes. Ces deux 
8ur£Bices se couperont dans une courbe plane , dont le plan passera 
par le point commun aux deux axes y sera perpendiculaire au plan 
des deux axes , et partagera en deux parties égales l'angle que les 
deux axes forment entre eux. 

Cela posé , concevons que l'axe de la surface de révolution roulo 
sur une courbe à double courbure quelconque , c'est-à-dire , se meuve 
de manière à être perpétuellement tangent à cette courbe , sans glisser 
sur elle, et qu'il entraine avec lui la surface de révolution; il engendrera 
une surface développabie qui aura pour arête de rebroussement la 
courbe perpétuellement touchée ; et la surface de révolution , constante 
de forme et de grandeur , parcourra un espace dont l'enveloppe serst la 
surface dont nous nous occupons. 

En effet , considérons deux enveloppées consécutives qi|f sont ici 
deux surfaces de révolution semblables et égales entre elles , dont les 
axes se coupent , puisqu'ils^}! ont deux tangentes consécutives d'une 
méhie courbe , et qui sont toutes deux à la même distance de ce point 
de rencontre des deux axes. La courbe d'intersection de ces deux 

r 

enveloppées , courbç qui sera la c$qraetéristique de l'enveloppe ^ ^era 
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.ptobc , ne difierem pft§. du méridien de l'enveloppée , et sera par 
rCOAaé<|«eiH coiisiaAte d^ forme commie lui. Le plan de celte carac- 
léristique passera par le point commun aux deux axes » et sera 
perpendiculaire au plan qui passe par ces deux axes -, il sera donc 
perpendiculaire au plan tangent à la sur&ce déyeloppd>le pareourue 
par l'axe. Enfin y ce plan devant partager m deux parties ^^ales Fangle 
infiniment petit formé par deux axes consécutif , pourra être consi- 
déré comme passant par l'un d'eux , et par conséqinent comme tangent 
à la courbe touchée par l'axe mobile. Donc, le plan de la caracté- 
ristique sera perpétuellement tangent à. la surface dcveloppable qui est 
la développée de celle que parcourt l'axe. Mais ce plan est normal 
à l'enveloppe dans tous les points de la caractéristique ; donc, il 
contiendra toutes les normales pour les difféi?ens point» de h carac*- 
téristique ; donc , toutes ces normales seront tangentes à la surlace 
développable , développée de celle qu'engendre l'axe ; donc , Tenve? 
loppe est telle que toutes ses normales sont tangentes à une même 
surface développable, 

« . t • ■ 

Dans la génération que nott^ venons de donner , les points qui se 
correspondent dans les différentes caractéristiques sont tous à la même 
distance de leurs axes respectii& j les courbes qui passent par ces points 
homologues ont donc tous leur^ points à la même distance de la sur- 
face dévelôppable parcourue par l'axe de l'enveloppée. Donc , la surface 
que nous donsidérons n'est autre chose que celle de la mouture 
générale poussée sur une surface dévelôppable quelconque , au moyen 
d'un profil arbitraire continu ou discontinu , mais qui doit être plan , 
et dont le plan doit toujours être normal à la surface dévelôppable ^ 
et être tangent à l'arête de rebroussement de cette dernière surface. 

Cette propriété comporte encore une définition complète et exacte 
de la surfaire' que nous considérons. 
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Toute surface de révolution peut être regardée comme Tenveloppo 
de Fespace parcouru par une sphère variable de rayon , et dont le 
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centre se neut s«r l'ast^f. Dans- la g^MtMUm {iréeédente , dkacune 
des enveloppées, pent (Jonc ^Ue^^néme' être regardée comme l'enve* 
loppe de l'espace p.arcouru par iwe sphère ysotAble: arbkraireinent de 
rayon » et dont le centre.se mea(. sur u«e. des droites de la surface 
dcveloppable -, mais ce qu'il y a d'arbitraire dans la variation du rayon , 
n'a lieu que pour une seule suy^ce de révolution ; en sorte que , 
pour toutes les autres , les sphères dont les centres se trouvent sur 
nue méxnç ligne de coujfbure de. la surface developpable , doivent 
avoir ^ m^m^ rayon que celli9 qui leur correspond dans la première 
surface de xév^hffwn^ . . ' 

P'après ççla ,, étam àqurn^ une surface dévelopjiaMe quelconque , 
si Xqj)^ çQj^pil quVne fpbàre variable de rayon sfi^ meuve de manière 
<|ue ^Qn. ceçLtrq i^coiAre sucMMiveslem tous le» points de cène surface , 
fiveq cçtte eon,diûoa.ççpeiMhlit ^f^ \sl sphère aoît toujours de même 
rayoA? loxsque son ceotre[e«t;$!w la méoïe ligne de courbure de lu 
sur£iice dqvelp^able, , ijueU^ ^0 soîa d!aiUeûrs la loi suivant la<|uelle 
elle en change ^«p4 ^^. çei^MMipftiiadjime 4^ tignes de courbore à une 
au^e, ce^«( fph^iie^P^rjç<Ma*ra:u9fjetpftce,U^ générale, ou 

]|^{dpu^^,e]^xc;]ipE^ > $en UrSttr&ce^pie nooseonsîdérôas: 
. Il^ c^t noqçfîi^Aire^ 4e domwa* une. cpiibèfe à Fenveloppe dont il s'agit 
i^i,', par/ç^ quoUe • 4ttifttrQ. de toutes qe^les dont nous naut» sommes 
Pi^fiUP^^ juâ<m'f^ pFQS^t t \je8, enireloppes simples touchent Fenlveloppce 
4ws une qpurbe ^ui^ est la caractérbtîqiie et qui est l'intersection dé 
àfiipL enveloppées; QOnfiéoutivies. L'envdoppc que nous considérons ne 
toucha chaqi^e, ?n|i(aloppéb qu'en lin seul point , déterminé sur Tcn-^ 
veloppçe par l'intersection des deux caractéristiques. Dans le ca^ 
présent , un^ quelconque des sphères est coupée dans la circonférence 
d'un de ses petits cercles par celle qui la suit immédiatement , et 
dont le centre es; placé sur la même droite de la surlace dcvelop- 
pable.^ elle est coupée d^ns lai circonférence d'un de ses grands cercleâ 
par celle, qui la j^uit immédiatement ,, et dont le centre est sur la même 
ligne de courbi^^re de la; surface développablq } et c'est dans le point 
d'intersection de ces deux circonférences qu'elle est touchée par la 
double enveloppe • 

La courbe qui touche la série des petits cercles de mêmes rayons , 
et qui est leur intégrale particulière , est une des caractéx'istiques de la 
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double enveloppe ; celle qni touche une série de grands cercles de rayons 
différens , et qui est leur intégrale particulière , est Tautre caractéristique 
de la double enveloppe ; et c'est encore dans Tintersection de ces deux 
caractéristiques que la double enveloppe touche la sphère individuelle. 
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Dans Ici dernière génération » si Ton considère la suite des sphères 
de même rayon , dont les centres sont placés sur la même ligne de 
courbure de la surface développable , Tenveloppe simple de ces sphères 
sera la sur&ce d'un .tuyau circulaire de rayon constant , et dont l'axe 
curviligne sera la ligne de courbure elle-méniie. Cette sur&ce sera 
touchée par la surface engendrée dans un^ courbe dont tous les points 
seront distans de la ligne de courbure , d'une quantité égale au rayon 
constant du tuyau; et si l'on considère les surfaces de deux de ces 
tuyaux . consécuââ et de rayons différens , dles se couperont dans 
la courbe de contact . du tuyau avec la sur&ce engendrée. 

Donc , si l'on suppose que la surface du tuyau toit mobile , de ma- 
nière y I®. que son axe ciuviligne se confonde successivement avec les 
différentes lignes de. courbure de la sur&ce développable; 2^. que 
son rayon , qui est constant pour toute l'étendue du tuyau , varie 
d'tme manière quelconque , mi même tçms que l'axe curviligne change 
de position , elle parcourra im espace dont f enveloppe simple sera 
la surface engendrée. La surface du tuyau mobile est donc une en- 
veloppée nouvelle , et l'intersection de deux de ces enveloppées 
consécutives produit la seconde caractéristique de l'enveloppe , comme 
l'intersection de deux surfaces de révolution consécutives produit la 
première. 

Donc enfin , en regardant la seconde caractéristique comme une 
génératrice , la sur&ce est engendrée par le mouvement d'une courbe 
variable de forme et de grandeur , qui se meut de manière qu'elle soit 
perpétuellement une trajectoire orthogonale du plan mobile ({ui con- 
tient la génératrice plane. 
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XVII. 



Recherche de récitation intégrale de la surface. 

Nous avons vu que la surface doijit toutes les normales sont tangentes 
à une mêpoie surface développable quelconque , est susceptible de cinq 
générations essentiellement différences i 

Elle peut être engendrée par une courbe mobile de deux manières 
différentes ; ou par une courbe plane , constante de forme , de gran-^ 
deur et de position ' dans son plan , mais dont le plan roule sans 
glisser sur la surface dévelo]^ahle ; ou par une courbe à double 
courbure » variable de grandeur , qui se meut de manière qu'elle ne 
cesse pas d'être une trajectoire orthogonale au plan mobile qui contient 
la génératrice plane. '/ 

Elle peut être considérée comme enveloppe simple de l'espace 
parcouru par dei^x surfaces mobiles essentiellement différentes ; ou 
par une sur&ce de révolution quelconque constante de forme et de 
position sur son axe , mais dont l'axe se meut de manière à être 
perpétuellement tangent à une même, courbe à double courbure ; ou 
par la surface d'un tuyau à section circulaire , dont le rayon est 
coùstant dans toute son étendue , dont l'axe curviligne se confond 
perpétuellement axec la ligne de courb\irè d'une même surface dé- 
veloppable , et qui se meut de manière qu'elle change de rayon suivant 
une loi quelconque , lorsque l'axe curviligne change de position , et 
passe d'une ligne de courbure à une autre. 

Enfin y elle peut être considérée comme Fenveloppe générale de 
l'espace parcoure par une sphère mobile et variable de rayon , dont 
le centre parcourra successivement tous les points d'une même sur- 
face développable quelconque , et dont le rayon , constant lorsque 
le centre reste sur la même l^e de courbure de 'la surface déve- 
loppable , change de grandeur d'une 'manière quelconque , lorsque le 
centre passe d'une des lignes de courbure à une autre. 

Chacune de ces cinq générations peut conduire directement à toutes 
les équations de la sur&cc ; tant intégrale qu'aux différences partielles 
de tous les ordres ; nuds relies ne le font pas avec la même facilité. 



( ^0 ) 

Pour Tf^quation intégrale , c'est la dernière génération qui exige des 
considérations moins compliquées , et c'est elle que nous allons em- 
ployer ; ainsi nous regarderons la surface comme enveloppe générale 
de l'espace parcouru par une sphère mobile. 

La sur&ce développable parcourue par le centre de la sphère mobile 
peut être regavdée en tnénte xents et tomiae ie lieu des tangentes de 
son sréte de rebrôttssemetlt , et comm^ h Keu Aes développemens de 
cette arétè ; ^ti srorte qu'un pomt est déterminé stcr «ccate ^ur£ice 
lorsqubfi itidiqttè !a tangente de l'atitè tle l'ëbtôussetnètit , et la dé* 
veloppante de c^ette ^te à l'ititersèc^bti desquelles il doit Se tro^ivèr^ 

Cela posé , soient a::±= ^z, jr^t:! -^zles deux équations de l'arête 
de rebroussement de la sur&ce développable parcourue par le cieti'tre 
de la spbèff e mèbiie ; puis , trônsidéfant la tangente de cette àt^të dans 
une positicm -^eleeiiieiue , aoh k -la vâiletor/dë js âtu poiht d% timtaÈt » 
left îifok tootébttùi^ îte te ^àihi 'de tcmt&et -seront 

Les deux équatiofis de la tangente eu x ^ y ^ seront donc 

La position de cette tangente sur la surface dévdbpfNJbk sert dé-> 
terminée par la valeur de « ; et si on éKmiiie « encre les deux 
équations précédentes , on aura l'équation du lieu des tangentes , 
c'est-à-dire , de la surface développable elle-même. 

L'élément de l'arc de l'arête de r^roussemenl sera évidemment 
da \/(f +<p'«-j-.4^), ou, en faisant,, pour abréger, i-+^/»-H4'»=A«, 
l'expression de cet élément seraAdf«, et par conséquent la longueur 
de l'arc rectifié de l'arête de rebroussement S0ra/Ad«. Cette expression 
comprend implicitement une constante arbitraire qui dépend du point 
de l'arête par lequel commence sa rectification. 

Actuellement , si , pour obtenir «le point d'uae développante , on 
porte Tare rectifié sur la tangente , à partir. du point de contact , 
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et da côté de f arc rectifié , Tamplitude de cet arc , danft le staàB ik 
chacune des coordonnées ,a:^jr^z^ sera 

a' 

dans le sens des x , -^ fhdtL \ 

V 

dsois le sens des y , -^ /^«^ 

dans le sens des z , ---- fhda. -, 

et les coordonnées du point de la développante qu'on .aura ainsi 
déterminée, seront 

« = ♦ T- /nd» , 

4' 
^ = 4 — ^/W«, 



. La position de ce point sur la tangente dépendra de la grandeur 
de la constante arbitraire comportée par le signe d'intégration ; mais 
si l'on suppose que cette constante conserve toujours la même valeur, 
les points déterminés pour les différentes valeurs de «, c'est-à-dire , 
pour toutes les tangentes successives , seront 'tous sur la même déve- 
loppante de l'arête de rebroussement ; en sorte que si l'on complète 
l'intégrale de manière que sa valeur soit nulle lorsque « a une valeur 
déterminée » par exemple , lorsque l'on a « = o , le point, sera suf* 
la développante qui passe par l'intersection de l'arête de rdl>roussc- 
ment avec le ]^an des ^ « j^. > 

Prenant donc cette première développante comme une origine 
arbitraire à laquelle nous rapporterons toutes les autres , et con- 
sidérant que chacune des autres développantes a tous ses points 
à égales distances de la première ; si l'on suppose que pour l'une 
quelconque d'entre elles , cette distance soit exprimée par jS , les trois 
coordonnées d'un point quelconque de cette nouvelle développante 
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Les valeurs de ce» trois coordûnnées sont dont cellies d'un poinp 
déterminé sur la surface développable par les valeurs des deux q^an-^^ 
rués et , jS , dent la première indique la tangente de 1 arête de 
rebroussement , dont la seconde indique la développante dé cette 
arête , et qui , par leur intei^eçtion , déterminent ce point sur la surfiK:e. 

XIX. 

U n'est peut-être pas inuule d*oÊserver en passant, i«. que , les trois ^ 
dernières équations appartenant au point général d'une surface déve* 
loppable , si Ton élimine entre elles les deux quantités «,)>, le résultat 
de Télimination en a: ,^, 2 n'est autre chose que l'équation delà surface 
développable ètte-mcnie;*^*: que si l'on éliinine A'seule, ce qui entraîne' 
aussi l'éUminaiion de/hdet , lès deux équations résultantes^^ 

sont cellbs de là tangente dont la position est- déterminée' par la valeur' 
de ûL'i 3^. enfin , que si l'on élimine « seule ( ce qui ne peut s'effectuer 
tant que les fonctions ^ et 4 sont regardées oi>mme arbitrait^) , les 
deux équations résultantes sont celles de h^ développant^ de l'arêle de 
jKbroussemcni déterminée pi^la valeur ?de il qui reste dansles éqiidtionsi 
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Considérons aciuèllemenv là spbèîre mobUe , et r-eprcsentons par 
^'j J '% ^*itSK coorilonnces de son ccntm ; commO'Ce centre est un poLm 
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de la surfecé déyeloppabld , on aura 

D'ailleurs le ra^n de la sphère étant constant lorsque son centre est 
sar une même développante de Taréte de rebroussement , et yariable 
lorsque ie centre passe d'une développante à une autre ^ ce rayon 
est donc constant et yariable en même tems que jd , et par con- 
séquent fonction de jS. Déplus , la forme de cette fonction dépend 
Hoiquement de la nature de la génératrice plane qui est arbitraire j 
ainsi le rayon de la sphère mobile est une fonction arbitraire de fi que 
nons représenterons par 9- jS. Donc> Féquation en a:, ^, 2 de la sphère 
mobile sera , 

«r , remettant pour x' ^ y y s' leur voleor , 

+ [7—4+x ^^ +y^^)y ] = (»!»> 

que, pour abréger , nous représenterons par ilf =: o. 

Or , si Ton considère deux sphères consécutives dont les centres, 
soient âur la même développante , la quantité jB aura la même va- 
leur pourtputes deux ; leurs équations ne diflereront entre elles que 
par la valeur de « qui aura varié de l'une à l'autre. Elles se cou- 
peront dans lîn grand cercle dont la circonférence passera par le 
point de contact de l'enveloppée avec * l'enveloppe générale , et la 
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différentielle de itf = o prise en regardant « comme seule variable^ 
c'est-à-dire , 



m 
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appartiendra à la circonférence de ce grand cercle. 

De même , si Ton considère deïtL sphères consécutives dont les^ 
centres soient sur la même tangente à Taréte de rebroussement , 
les équations de ces deux sphères ne différeront entre elles que par 
la valfeur de'jB iquî aura varié de Tune à Tautre. Ces sphères se 
couperont dans un petit cercle dont la circonférence passera encore 
par le point de contact de l'enveloppée avec l'enveloppe générale / 
et la dffl^entielle de ilf=o prise en ne faisant varier que ^ , c'est- 
à-dire , 






appartiendra à la circonférence de ce petit cercle. 

Donc on aura^pour le point de contact de la sphère mobile «vec 
l'enveloppe générale , les trois équations 
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M =o, 

da. ) 

dM\ 



mais le point de contact , en vertu des valeurs dont sont susceptibles 
les deux indéterminées « , jS , peut être transporté successivement sttr 
tous les points de la surfiice engendrée , qui n'est autre chose que 
le lieu de tous les points qu'on peut obtenir en donnant successive- 
niient à « et à jd dans ces trois équations toutes les valeurs possibles , 
donc le résultat de l'élimination des deux indéterminées « et j3 entre 
les trois équations précédentes est en Ar, ^ ^ s , l'équation intégrale de 
la surface engendrée. 
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Si des trois équations précédentes on ne considère que les deux 
premières 

itf =o, 

4 

dans lesquelles la quantité /3 ait une valeur déterminée et constante ^ 
il est clair qu'elles appartien^nt à la circonférence 4^ grand, 
cercle dans laquelle la sphère mobile est coupée pat celle, qui ési 
de même rayon et infîninieni voisine. Le plan de ce cercle est 
normal à la sur&ce développable y ^t passe par une tangente à Taréte 
de rebroussement ; son centre est toujours sur une même dévelop^ 
pante de cette arête ; la position du centre sur la développante est 
déterminée par la valeur de « ; et le rayon est constant. Le lieu de tous 
les cercles qu'on obtiendroit en donnant à « dans les équations 
tout^es les valeurs possibles , est la surface d'un tnyau à section 
circulaire j de rayon constant > et dont l'axe curviligne seroit une des 
développantes de Tarête de rebroussement de la surfine dévdop-» 
pable» 

Donc le résultat de l'élimination de at enire les deux seules équa- 
tions , est en a: , j^ , z et fi l'équation intégrale de la surface du tuyau ^ 
à section circulaire , constant de rayon , et dont Taxe curviligne est 
une des lignes de courbure de la surface développable ; équation dans 
laquelle la valeur de -fi détermine quelle est la . ligne de courbure qui 
sert d'axe curviligne. < * 

La surface de ce tuyau est uA cas particulier de là surface engendrée ; 
' c'est celui ok la génératrice plane y consttotfe de ' forme et de |i6sition 
dans son plan , est la circonférence d'un cercle'; et nous avons déjà 
vu qu'en le supposant mobile en vertu de la variation de son para* 
mètre fi , elle est une enveloppée de la surface engendrée , considérée 
comme une enveloppe simple. . > . « ^ : . 
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De même , si des trois équations qui comportent T.etjaaûoa int^ 
■grale de la surface engendrée , on ne considère seulement que la 
preioiëre et la derxùère , c'est-à-dire 

M =#. 

dans lesquelles « ait une valeur déternrfnée et constante v îl est évident 
qu'elles appartiennent à la circonférenoe du petit cercle dans lequel ' 
la sphère mobile est coupée par celle qui est inOniment voisine et 
dont le centre est sur la mén^ tangente à l'arête de rebroussement 
de là suffàcte développable. h^ plan de ce cercle est perpendiculaire' 
à la tsin^ejafe^ ; 'Son 'èefttta est sur cette riiétn^ «angente , et k position 
du ceiUre eii dS^temiiBée par la valeur de /ft. Le. lieu des circonférences 
de tous lès *• depclei» qu'on c^dendroic ainsi , en donnaût dans ces 
deux équations toutes les valeurs possibles k fi j est évidemment une 
surface de révolution autour de la tangente considérée comme axe. 
Bonc le résultat de Félîminatîon de fi entre ces deux équations seulo 
ment est en jc y^j' , z et « l'équation intégrale d'une surface de révo* 
luj^on dont le miéridien est arbitrajire ^çt invanaUe , qui est fixe sur 
sçn axe « et do^t l'axe est tangept à une courbe à double courbure» 
Pans cettç équation ^ la grandeur de tt. détennine I9 position de 
ïjàx/e 4^ révo^utioii. 

Cette surface de révolution est encore nn cas particulier de la sur- 
face engendrée ; car elle n est autre chose que ce que celie-ci devient 
lorsque la surface déyeloppable , autour .d^ laquelle roule le pkin 
géncri^teur ^ est réduite k une droite ; et nous avpns wa qu'en la 
supposant mob^e en vei*.tu 4^ 1& variation de . son paramètre « ; 
c'est-à-dire , * qu'en supposaut que soji axe roule sans glisser sur l'arête 
de rebroussenient de la sjirf^ce déyeloppable , elle est une autre env^** 
)oppée de la sijirface engendrée ^ considérée comme enveloppe simple. 
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Reprenons les tfoû ^fqoMbiisi 
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it rapposons que des Seux quantités «c * , jB la première ait nue valèui*' 
déterminée et invariable , tandis que la seconde est encore susceptible' 
de toutes les valeurs possibles. Le centre de la sphère mobile ne' 
pourra plus se transporter sur tous les points de la surface déve-'^ 
foppable; il- ](^e pourra se mouvoir que lé long de la seule tan'geùtè* 
de Farété dé rebroussement déterminée* par Ik valeui* de «'. Le point 
tle contact de' la' sphère mobile avec l^velôppe générale /point âUqud 
appartiennent les tirois'équatioii^,' ne pourra- plu9 parcourir succès-* 
sivement toute cette enveloppe; quelque valeur que Ton donne à jS,» 
il se trouvera toujours sur la courbé de contact de Fenveloppe géné- 
rale avec la surface de révolution autour de la tangente individuelle 
déterminée par la valeur ae «• ÔV , cette courbe de contact, qui est 
le lieu du point pour toutes l6s, VaTeurs pos3ibIes'dë fi' ,. est évidemment 
la première caraclenslique de la su riac^ engendrée. Donc, si entre 
ces trois équations on élimine la seule quantité jS , les deux équations' 
résultantes 'seront en jc , /\\'z.j « , et soùs forme intégrale | celles - 
dé la première caractéristique de la Sriirfacc engendrée , et dans c^s» 
équations la valeur dé « déterminera la caractéristique individuelle.' 
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Supposons*, tfa contraire , que d'ans les trois équations du point' 
de contact de la spfière mobile avec l'enveloppe générale, ce soit i3 
qxii ait une valeur déterminée et invariable , tanUis que «"est à son^ 
tour susbeçtible dé toutes^es valeurs* possibles ^le^cènire de la sghèr^ 



(Soi) 

mobile ne pourra plus se mouvoir que sur une certaine dévelopjiante 
individuelle de Taréte de rebrùussement , développante qui sera 
déterminée par la valeur particulière de fi. Quelque valeur que Ton 
donne à « , le point de contact se trùwen kir la cQidrbe dr contact 
de l'enveloppe générale avec la sur&ce du tuyau circulaire dont Taxe 
curviligne correspond à la valeur par&ulière de fi. Mais cette courbe 
de contact , lieu de ce point pour to^t^ ies valeurs possibles de « , 
est la seconde caractéristiquef de renvéloppe générale ; donc si , entre 
les trois équations 

r dM\ 

on élimine seulement la quantité « » les deux équations résultantes 
seront en a: , ^ , « , i» , et sous forme intégrale celte de la seconde 
caractéristique de la surface engendrée , équations dans lesquelles la 
valeur de fi déterminera la caractéristique individuelle. 

» 

XXV. 

Le raisonnement que nous venons de faire pour trouver les équa- 
tions intégrales des caractéristiques , est général , et peut être employé 
pour toute surface dont l'équation résulte de félîminadon de deux 
indéterminées « , > entre trois équations dont les deux dernières sont 
les différentielles de la première prise en regardant « ( pour Tune ) 
et fi (pour l'autre ) comme seules variables ; c'est-à-dire » pour toute 
surface ; qui , dans son équation intégrale , est regardée comme 
enveloppe générale. 

Mais , dans le cas présent, et pour la première caractéristique , Topé- 

ration devient beaucoup plus simple , car Téquation ( -y- ) = o , est 
immédiatement 






dh\ , ^ dh 
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dans kquelle la quantité fi a naturellement dîspani , en sorte (pie 
rélimination de fi est toute opérée ; Bmsi cette équation appartient 
purement à la première caractéristique. Or, pour une même valeur 
-de «e , c'est-à-dire , pour une même caractéristique indi?iduelle , celle 
équation est évidemment celle d'un plan ; donc la première caractéristique 
-est une courbe plane. D'ailleurs le plan passe par le point de l'arête de 
rebroussement pour lequel on a^ — <f:=o^ / — 4 = 0, z — <t = o; 
de plus , il est facile de reconnoître qu'il est langent à cette arête , 
«t normal au plan osculatcur de celte courbe ; donc le plan de la 
première caractéristique passe par «ne tange&t€ de l'arête de rebrous- 
sement , et est toujours normal à la surface développable , et par 
conséq^ent est toujours tangent à la surface développable , déve- 
loppée de celle-ci etc. Propositions que nous avions trouvées 

précédemment par des considérations géométriques , et qui se dé- 
.duisent analytiquement de l'équaiioa ixdégrsle obtenue par d'autres 
«considérations. 

■ 

XXVI. 

Recherche des équations aux différences partielles du premier ordre. 

Le propre des équations aux différences partielles du pr|&mîec. ordre ^ 
est d'cxpdmer les proprié tcf <lcs.sur£ices par rapport à, Jeiii;s. ; plans 
tangens ou à leurs normales ; il s'agit donc d'expr jmer que . toutes 
les normales sont tangentes à aine même surface développable » ou 
que chacune d'elles est dans ^n plan tangent à une même surface 
développable. 

En représentant par ac ^ y^z les coordonnées du point de la surface , 
et si Ton représente ^Ka:X^\,y^ «^-calleà de^k normale en ce point , 
les équations de la normale sont 
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or, l'équation du plan tangent àjme suciailç ^tr^loppable quelconque, 

"'9 
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dan^ Ia((aeIIe la valeur de cJ détermine le plan tangent individuel , etf 
dans laquelle les formes des deux fonctions ^ el -¥ sont invariables ^ 
et la surface développable est toujours Ta même. Il faut donc que les» 
deux équatibns de fa normale satisfassent a celle du plan ; mais si Vom 
élimine entre ces trois équations deux quelconques des coordonnées- 
^'> J*^ «'i 1^ troisième disparoît aussi , et Ton a. 

équation qui doit avoir lieu pour tous les points de la surface. Dja^ 
plus y le point de la surface devant se trouver sur le plan tangfentc 
à la surface développable , on aura aussi 

' Donc 9 une dès éiquations aux différences partielles dit premier ordrej: 
de la surface proposée est le résultat de l'élimination de Findé terminé»' 
J entTQ lès deux équations précédentes. 



On peut obtenir le même résultat par la considération du plant 
tangent dbnt* la propriété est' évidemment d^êtte constammetit per- 
pendiculaire au plan générateur. En effet le plan générateur étant 
toujours tangent à une -même surÊice développable, a pour équation^ 

& =. OC^joJ. + j^*«' + tuf j, 



./ 



dc'plus, Kequatibn du plan tangent est évidemment^ 

a-= poD^ "+" ^ •+■ constante ,, 

dans laqiiellc les quantités p^ ^ et là constante sont fonctions des* 
coordonnées du point de contact, constant pour chaque plan tangent j^ 
OF , ces deux plans doivent être rectangulaires ^ , donc , il doit jr avoir- 
entre les cbeQiciens de leurs équations la relation suivante 



■ f 



'^♦<«'4-^*«'4' ï = O:. 



On a donc pour tous ies points d'une même génératrice plane, 
déterminée par la valeur particulière de «^ les deux é€[uations 

.donc , ie résultat de l'élimination de «' enti^s les deux équations ap-<, 
partiendra au lieu général de la gépératrice plane, c'est-à-dire, à la 
surface qu'ellç engendre par son mouvement. 

XXVIÎL 

Si , dans les deux équations précédentes , on regarde V comme 
constante , la seconde est celle d'une surface cylindrique à base 
^elconqué , . dont la droite génératrice est constamment perpendi- 
culaire au plan qm a pour équation la première : or^ les tpiantitcs 
p et q qui entrent dans l'équation de la sur&ce cylindrique, sont 
les mêmes que celles qui appartiennent à la surÊtce engendrée ; donc , 
la surface cylindrique touche la surface engendrée dans toute l'éiendue 
de la caractéristique plane qui peut être considérée comme sa base; , 
donc , on peut la regarder comme^ l'enveloppée cyUndrique de la 
sur&ce engendrée ; ce qui fournit la génération suivante. 
. :Si Ton conçoit qu'une surface cylindrique <juelconque^ x^onstante 
de base^ se meuve de manière que si on la considère dans deux 
positions consécutives, la courbe suivant laquelle les deux surfaces 
cylindriques se coupent ^oit toujours dans le plan parallèle à la base 
mûi>ile , cette surface parcourra unespace dont l'enveloppe sera la sur- 
iace que l'on considère. 

XXIX. 

Tîous avons vu , article IV , que si le lieu des centres d'une des 
«courbures est une surface dcveloppable quelconque , Téquation du 
lieu des centres de l'autre courbure est le résultat de réliminalioi 
Âe M entre les deux équations 
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or, nous venons de voir qtte cette même eqaaiîoû est ceïïe de IW 
surface engeudrée par une courbe plane dont le plan roule san9 
glisser sur la même surface développable ; la surface que nous con- 
sidérons est donc telle que le lieu des centres de la courbure prise 
daos Je sens de la généiratrice plane ^ ^ ^>ne surface soumise à la- 
même génération qu elle ; ce que nous avions déjà trouvé par de» 
considérations géométriques. 



La quantité que nous représentons par «^ dans l'equatibn aux diflc^ 
renées pa^nielles , n'est pas la même que celle que nous avons eipriméer 
par ce dans Tintégrale; de même les fonctions arbitraires 4 et ^f né' 
sont pas les mêmes que les fonctions <|) et 4 ^I^ii entrent dans i'inté* 
grale } mais ces six quantités ont entre elles une relation qu'il es^ 
facile de trouver. En effet, l'équation 



J9 



= X^ei' -+-^'*'«' + *' 



est celle du plan générateur pour lequel, article XXV, nous avons^ 
trouvé une autre équation en «, ^, 4* «^t l'on mot cette dernière 
équation sous la forme précédente , on a 



'-'(^-^M^-*)+^'^' 



dh 



Ces deux équations appartenant au même phm, il faut que leiirs 
coelficiens soient respectivement égaux ^ donc en mettant pour hdh 
sa valeur (<|>V+4^'')^*r ^^ *^^* les trois équations 

«' = « + <py + 44' — -^T^jTq-^q^ , 



A«4" 

au reste, ces trois quantités «', *a^, -^J sont les coeflicîens du plan 
qui touche l'arête de rebroussement an point dont les coordonnées 
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sont ^« , 4 A > ^ > ^^ ^{^ ^^^ pcrpfindkulaiiic bm plan qtxî oscuk la courbe' 
tn ce point. 

D'après cela < il est facile de vérifier que Tcquation aux difTérences 
partielles du premier ordre que nous venons de trouver directement 
par les considérations géométriques, est. la même qu'une de celles 
qu'on auroit obtenues en diflerentianl Hmcgrale comprise dans les 

trois équations i« = o , ( -^ — * J = o , ( j'^ 1 =f j caïf de 

îartide XXV, et de ce qui précède , il suit que Téquation l ■ ^ \ =s d 
est la même que 

De plus , si on dififérentie iPf = o , en regftfdiînt sttccessivement x ,^^ 
comme seules variables , et en Regardant « , jS comme constantes , ce à 

quoi on est autorise en vertu de ( , ■ l = o , I ■ . 1 = o , onf 

obtient deux a^itres équations ffxi , par Félimiaftlfifa d^ ^^ :el en ventf 
des valeurs précédentes , produisent 

coùime nous l'avons déjà tfûuvé^ 



Si l'on vouloit traiter cette équation aul différences partielles dtf 
premier ordre pour l'intégrer » il laudroit d'abord chercher TéquatioiiÉ 
de la projection de saf caractéristique sur le plan des x^ jTi et ob^ 
trouveroit . • . w . 

étJdj'^'^m^dx^Sto'i 

ce qui donneroit pour Itô projections de la même cour&e vît les deia 
autres plans 

^Tùtfdz + d^ = a y 
éqtiations dont deùfx quelconques comportent la troisième : or, ce$ 
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équations sont évidemment wlles d'uw ^^ourbe peipétuéUemect jb»p^ 
maie au plan <piî a pour équaÛQCt 

et qui est mobile en yertu de h variation de J} donc , la caractéristiquje 
dont il s'agit ici est u»e trajectoire orthogonale du plan générateur , ce 
q^e nous savicois déjà. - :*- 

Si , des trpis dernières équations^ on Are hs vdours de V, ♦«', W, 
on trpuy^ 

J = ■■i l ' , ^* y 

4M 

— dy 

< 

BoHC , «i Ton étd^ que de ces trdis quantités dîfflSrenâcfles ^ deuay: 
quelconques sont jfonctions arbitraires de la troisième ^ on aura les deuy 
équations aux diflfë]:ences ordinaires de la caractéristique » qui seio^ 



I (=^-^riï->i-'ii\ . ^_ 
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L'équation intégrale contenant les trois fonctions arbitraires ^^^^yw^ 
doit être susceptible de .trok. équations aux différences partielles du 
premier ordre , dans chacune desquelles une des trois fonctions arbi- 
traires ait disparu. Nous venons de trouver ceHe de ces trois équations 
qui est délivrée de la fonction ir , il resterpit donc à trouver celles 
qui ne cqntiendroient que <p et ^r pour Tune , et 4 ^t cr pour l'autre^ 
Ces deux équations sont de la nature de celles qu'on a coutume de 
regarder cpmme intégrales intenncdiaires qui n'existent pas i àaUA 



I 
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€^Veûi ûcùûTïiùiûê ; mai^ on- ne petit lés obtenir que' sotL$ la forme 
d'équations aux difTéreiices mêlées, ordinaires et partielles ,celles-d 
étant du premier ordre. Je ne pouiYois être clair sans entrer dans 
des détails ppélimmaires trop étendus,' et je réserve à en parler dans 
un Mémoire dont Tunique objet sera la théorie et la construction des 
Surfaces exprimées par les équations aux diiScrences mêlées , ordinaires 
et partielles, et dans lequel la sur&ce dont nous nous occupons ,v 

•ntrera comme un- exemple remarquable.- 

• 

XXX IIÏ. 

» « • . « 

RecHei^che des équations aux différences partielles du second ordre. 

ïjès équations aux différences partielles du second ordre expriment 
lés propriétés dès surfaces, l'elatives oU à' leurs lignes de courbure - 
ou à leurs^ rayons* de courbure. Or,, la surface que' nous considé- 
rons jouit, par rapport à se& courbures, de deux propriétés qui- 
conviennent à toutes lessurfeces individuelles^ de la^ même géiîérsf- 
don , et qui ne conviennent qu'à elles i la première est qu'une de ^es* 
lignes de courbure est constamment' plane ; là seconde* est que pour* 
l'autre ligne de courbure le rayoti de la première courbure est constant. • 
Donc , pour trouver les équations aux différeoees partielles'du second 
ordre, il faut exprimer ces deux propriétés. Occupons-nous d'abord^ 
de la première. 

Un plan ne' pefut convenir à toutes les ligues successives d'une 
même courbure , à moins qu'il île soit mobile en vertudèlavariatioti 
d'un seul de se& paramètres ,» ou* que son équation ne soit de cetie' 
formcf 



dans laquelle ce est constante pdur cbacuiie des lignes de Courbure' 
plane, et variable d'une de ces bgnes à la' suivante. De plus,, ce plan 
devant contenir toutes les normales à la surface qui passent par les* 
points de la ligne de courbure, oii doit avoir Téquatiôn 
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Actuellenieiit Téquation générale des lignes de .coui1>ure est ^ comme 

on sait , 

{dar. -J- pdz) dxj == {dj -4- qdz) dp. 

V 

Pour que cette courbe soit dans ie plap ^ il âmi me la valeur ds 

d\' , , , * * 

r-^ produite par son équation » soit égaie à celle que doi^ine f équa- 
tion du plan y dîfférentiée en regardant « comme constante , ç'estr 
a-dire j soit égale à — . i- Faisant cette substitution, on tfrouv^ 

On a donc entre les trois quantités ce, 4>flt , /^a, trois équatioàs 
desquelles il est facile de tirer les valeurs , et entre lesquciies pu 
peut par conséquent éliminer l'indéterminée a. 
En faisant , pour abréger , i +/>• + ^* = A* , et 

pu trouve pour les fp^ptités aj ^^^ irA les valeurs suivantes 

^ "^(P + Ç^ — g^y—jipr-^qs — py) 

pçr'Jr{q''—p')s — pqC 
ps + qt — iÇr^ 



«« = 



4>A = 



■ pr-\-qi — pV 
pqr -f- (^.*_ ^.) f _ pq( 



Donc , en élipiinant a , on a pour la siw&çe les djBUz équations aux 
/différences partielles du second pnire 

ps+ift—çr _ / x{ps:^t^-qV)-^(pr-if-qs—pF) \ 
F*f'^9*—P*)^^P9'^ \ pqr-\r(g'-^P')^—P9^ ) 

f Pq'^9'—P*)^—P9f \ P<ir'\-{q*-^p*)s—pqt J 

dont chacune contient encore une des deux fonctions arbitraires « » 'i' t 
et est par conséquent oussi générale que Tintégralc finie qui en 
contient trois, 
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Los deux éqaaûons que nous venons de trouver d'après la propriété 
que la ligne de courbure a d'être plane , auroient pu être obtenues 
par la différentiation partielle de celle du premier ordre. Kous avons 
TU en effet, article XXVI , que eélle-*ci est le résultat de réliminatton 
de pi entre }es djîux (Squations 

X) = ;!**' + ^^V + I» 

• •• 

Or , si Ton différenlie partiellement ces deux équations , et si Ton 
£iit dp! = p^dac -f- q^Ajf , on u 

$^^'-\-t'^pJ = Nq^y 

» _ 

ilans lesquelles il est mutile de développer les valeurs de M , N\ qui 
^contiennent ^ et'i'^. Retranchant le produit des deux moyennes du 
produit des deux extrêmes ^ les quantités Sî^ N^ //, q' disparoissent 
toutes quatre » et f on a 

* • 

et qui donne entre les trois quantités otf , ♦«t^ ^P^t^ les mêmes équations 
que dans l'article précédent nous avons trouvées entre m ^ ♦« , "F* , 
et qui , par l'élimination de «\ produisent lès mêmes équations wu 
différences partielles secondes* 

XXXV. 

Le radical que contient la quantité f^ est celui qui entre dans 
l'expression du rayon de courbure ;• si donc on prepd sa valeur dans 
eette expression > pour la substituer dans celle, de f^^. en nommant /l 

4q 



le rayon de courbure , on aura 

et employant pour f^ celte valeur , au lieu . d'une abréviation qui a 
quelque chose de capricieux , on en aura une autre qui emploie le 
rayon de courbure* Faisant donc cette substitution , les valeurs de 
«, «oe, "i^ct .deviennent 

__ ki {q'r —ps)-^q (r>.— s*) It 

A3 (qs — pt) — p (rt -^ j«) R 
tru—q — ^ lpqr-\- (7» —p') s^pqt] ' 

et mettant pour « sa valetu^ dans ks deux autres équations , on atuti 
les deux équations aux différences partielles du second ordre. 

U est nécessaire de remarquer ici que le rayon R qui entre dans 
ces équations est celui dé la courbe plane. 



« = 2 pX' 



», 
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On am*oit pu se contenter d'employer une seule des trois équatiops 

O = p** + q'ira + I , 



' 1 



ptewr i^fifier des d^qx, avares l'une des dew fonctions arbitraires j 
et alors les deux équations aux différences partielle < du second ordre 
auroient été l'une , le résultat de Téliminalion de « entre les deux 
équations 

z = jc^x — j' ■ r * » 
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^ l'autre le résultat «le Télîmination de % entre les deux smrantes 

d'où ron voit que si les fonctions o et "P étoient déterminées et 
connues , ces deux diffisreniî^Hes seeondes seroient linéaires en r, ^, /; 
ce qui prouve que la surface à laquelles elles appartiennent peut 
être engendrée par une courte .déterminée qui est ici U génératrice 
plane , et qu'il n'est pas nécessaire de la considérer comme une 
enveloppe. 

XXXVIL 

S'il s'agissoit d'intégrer l'une ou l'autre de ces équa$îons sous la 
forme que nous venons de leur donner , et à laquelle on peut tou* 
jours les ^ramener en égalant à « la quantité qui est sous les. fonctions 
arbitraires , il faudroit d'abord chercher les équations de la caracté- 
ristique 3 or on sait que si la différentielle de la proposée , prise en 
regardant t, Sy t comme seules variables, est 

Bdr+Sds-^TdtssOy 

iTéquation de la projection de la caractéristique sur le plan des or , ^ , 

est "••.'.. 



.< 



En opérant donc sur la^ preihière , on trouve pour la caractéristique 









équation quiadeux.faclears rationnels él qui prûdiikilesjdeiucéfpttiioiib 

(y+i+p**)^— 9C?*r-P» )da: = o, 

^♦«i^+ '( I +p*«)d!r==o. 
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On pmt conclure de là , !•. que la sur&ce A deux caractérisliqtratf 
indépendantes et dont lune quelconque peut changer , tandis que 
Fautre reste la mêmej a^. que les fonctions arbitraires qui com- 
plètent les intégrales premières et finies , sont composées de deuit 
quantités dMTérenles poul* lune et pour l'autre. 

L équation de la première caractérisûque peut facilenie&t être toî^r 

sous la forma 

9 
et Féquatioû aAitraire de la proposée est 

Or , de ces deux équations , la première est la différentielle de k' 
seconde , prise en regardant « comme constante , et toutes deux ont 
Beu pour la* première caractéristique j donc , pour cette caractéristique , 
la quantité «e est constante , ainsr que les d'eux côefficîens de réquatipil 

dz = ^tidjc^ — — — dy; 

dfonc le coefficient de dy ^^xi êtJ^ une .fonction'.arbitrairé de ce; et si 
ITon représente cette nouvelle fonction par ipa , on aura" 

/?*« + 9^« + I = O J 

d'où il suit qu'une des intégrales premières de la proposée est le 
résultat de l'élimination décentre les deux équations 

« p= ce** +^*-* + « , 
o =/;♦* + ^'î^* + i ^* 

; . ... . . ' 

ce que Ton sayoit déjà. ! o ' " 

Quant à la seconde caractéristique , son équation que nous venon» 
de trouver peu? facilémenir être mise sous la forme 

-— djc 



^ ' 



\ 



AféUûAl pùtLT ^d ceUé valeur dans réquatiôil ûu^Haii>e , on' a' 

ée <{iii produit deux des équations de cette caractéristique qiiè nous^ 
ÀTOns troÙTées article XXaÏ.- 

iXXVÏlf. 

I^ous avons déjà dit que là surface engéndrce jouissoit , par rapport 
& sts coùirbures , d'une autre propriété générale qui' poùvoit servir & 
en donner une définitioh complète : cette propriété est que pour tous 
Tes points d'ùHe ' même Hghef de la* seconde courbure' , le rayon dé 
la première courbure est constalit. En effets, chainin'des points de là 
génératrice plane engendre une des lignes de la seconde courbure : 
ôr, cette génératrixre est cofi^tante de'formej donc pour le même 
point générateur , le rayon de courbure de la génératrice , c'ést-à^dirè , * 
leraydn de là co^rbuî'ë 'plane de. la surface, est constant. 

La ligne de la seconde courbure étpint toujours normale au plan 
générateur., les équations diiTcrentielles de' ses projections ^ur les trois 
nlans rectangulaires sont ^ ; , 






6'kdy'^'^aida: = 6', 
^i'Adz 'j;' djr z^z o. 






I)6hc Ta suHacë es^ tëllle que si le' pbint de la génératrice' plaîié n'ë 
change pas , c'est-à-dire , qud' si l'une des trob équations précédente j 
à lieu, pair exemple ■ / 

^ûLCif — -^BLaac: ;= o , 

le rayOh de courbure JR àti la génératrice plane ne change pas. Il faut 
donc que l'on ait 



1 » • 



\ / 



^m,'dy'--^^tidùb ±& irAdEA. 



Si daa| tetie équatiom on-met pooirji^et ^« les videurs que nous 



X 



i^fci I *" 
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avons trouvées article XXXV , et qui contiennent la même quantité 
R , ou aura une équation aux différences mêlées , ordinaires et par- 
tielles , qui seule exprimera toutes les surfaces soumises à la géné- 
ration dont nous nous sommes occupés. Cette équation est aux 
différences partielles du second ordre , puisqu elle contient les .quan- 
tirés r^ Sy 1 9 R : elle est délivrée des d^ûx fonctions arbitraires «, ^v 
qui dépendent de la nature de la surface développable sur laquelle 
roule le plan générateur ; et elle ne contient que la fonction n qui 
dépend de la nature de la génératrice plane 3 elle est de plus aux diffé- 
rences ordinaires : elle est donc la . djfférci^tielle ordinaire de la 
troisième équtrtion aux diffcre.pces partielles dn second ordre » équation 
quelle peitf suppléer i soit pour descendre de Fîntégrale fijcûe à 
réquation aux diflére^cea partielle^ du troisième 0]:dre « soit pour 
remonter de celle-ci k ^'intégrale finie. , 



< . «. 



XXXIX. , , 

ir } 



*.'<'• -i„- •• ' • _ . » .;< » 



L'équation aux différences mêlées crae. nous venons de trouver , 
est la même que celle qu'on auroit obteniie si Ton avoit d'àbora 
différentic Téquation intégrale de Tarticle XX aux dïfierénces par- 
tielles du second ordre 3 ce qm n^auroit pas suffi pour éfiminer l'in- 
déterminée « et les fonctions <^ et 4 » ainsi que' toutes leurs dérivéest 
eût fallu pour cela différentier ensuite upe fois aux différences 
ordinaires , ce qui auroit introduit le mélange des différences ordi- 
naires et partielles ; et alors léquatidn résultante eût encore différé 
de celle que nous venons dé trouver , parce que les quantités 10 et 
n ^ qu elle renferme , ne sont pas respectivement les mêmes que R 
et n il : mais il est facile de rsmiener l'une de ces équations à l'autre » 
en observant , ce qui est évident, que la quantité , que . nous avons 
exprimée par n^ dans l'intégrale , est p^*écisément celle que dans 
l'équation aux différences ' mêlées nous représentons par A. 

XL. 

Recherche de V équation OAiit^ d^én^Qes fuifti^Ui$s du troisième ordre. 
Kous ^u^ons vvn (pie , pourâMniM (lamttu és^Ja piêmeittgaa d^ine 
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courbure , le rayon de l'autre courbure est contant. Or, ou sait que 
l'expression du rayon de courbure et l'équation de la ligne de courbure 

sont 

« • 

équations dans lesquelles le'rafiMl, qui estieiMSm^, « éèè^'sfignès 
diflérens , s'il s'agit de la ligne et du rayon de la même courbure : 
mais , si l'on veut comparèr.Ie ra^on dNme àes courbures avec la ligne 
de l'autre , comme dans lecas pfésent, il ikut que les signes du radical 
soient les nçiémes pour l'un et pour l'autre. 

Notre sur&ce est 4mit telle ^ qu'en doutant à — - «^. la talenr.qui 

convient à la seconde courbure , c'est-à-dire , en faisaiit 

ofi le^signe du «radical eei'le mèimm que danar la» talevf t)t ii ^ on ait 
R SBB coBsèante ^ pfir conséquent ^i? zs:q ^^ oUi - r 



Faisant cette substitution , et effectuant les différentiations partielles 
de i{ , on aura l'cquatiozi aux différences partielles du trobième 
ordre. * 

Cette équation du troisième ordre qiié nous venons de trouver 
directement par les considéraitoos |;éomçlriqiies , pouvoit être obtenue 
par la dificrcntiation de chacune des trois équations du second 
ordre. Commençons d'abord, par', l'équation aux différences mêlées , 

«flp J/ --^ 4^ «r Ji; 32 titHc2A ; . 
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<iai , iuni regardée comme une difféwnûeUè otàiam» toi^e. dowi 
pour différentielles partielles 

En âtimixvu^t la /onqtion ^ o;i a Féq^ation •- ^ 



-^^) +*-($)=- 






qui , si Ton effec^e les différentiations partielles de /l , et si Ton subsdtae 
po)ir^« et -*€, leurs valeurs troaTées -qu dans Fardcle XSjSUI ou dans 
Tartide XXXV , produira la m^me é<{uatîoii aux ditfcrçnces partielles 
du troisième ordre. 



* / ». « • 



Xlilk 



Enfin 9 c'est encoce la même équaiîon <|u'ûa obtient par \i^ diffi&r 
rentiatîon de lune qualcon<{ue des deux autres équations du second 
fOrdre , et qui sont chacune le résultat de l'élimination de l'une ^^ 
deux fonctions arbitraires <^flt !p# » enire \ps trois é|i]uatlon$ 

C'est cette équation que nous allons effectuer ^ par^ce qu'ellje présente 
des formes plus simples. Soient 

ds = tudx •+• tvrfy" > 
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En différenlîanl pariiellemeni réqaadon en r, ^ , t , on trouve 

(•*"« — y)(M/««-+-WOflt) — (♦« — p)(w*ct+ f^ •^'«) — (rt— J*) ♦«=:Z^\ 

mais y en dîffcreniîant partiellement l'cquatiôn en or , ^ , s , on a 

0A — p :^ ^p' 9 

dans lesquelles il est inutile de développer les valeurs de L et de ikf. 
De ces quatre équations , si Ton multiplie lune par l'autre les deux 
extrêmes , et Tune par Tautre les deux moyennes ; et si Ton retranche 
l'un de l'autre ces deux produits , les quantités p', g'^ L et M 
disparoissent à la fois , et l'on a 

(♦et — qy (u^a-^tw^a) — a(^« — ^)(** — p)(i//*ctH-iV'*'ct) ) 

— 1 % > =: o, 

+ (♦« — p)'(w*a + f*«) + (r^ — r)(i+<l>« +^« )j 

équation dans laquelle il n'y a plus qu'à substituer pour «« et "^a 
leurs valeurs en différences partielles du second ordre , que nous avons 
trouvées article XXXIII pu XXXV , et Fon aura Téquation aux diffé- 
rences partielles du troisième ordre , qui exprime généralement la 
surface que nous considérons , indépendamment de toute fonction 
arbitraire . 

Cette équation , comme on voit , est linéaire en u ^ uij tv » f^. 
J'en resterai là par rapport à cette surface, sur laquelle je me 
propose de revenir comme exemple, lorsque je traiterai de la cons^ 
/ truction et de l'intégration aux différences mêlées , ordinaires et 
partielles : mais elle a quelques rapports avec une autre surface dont 
je ne crois pas qu'il faille la séparer , et dont je vais m'occuper dana 
le paragraphe suivant. 



4i 
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S. XXVI. 

Sur la surface courbe qui em^eloppe Tespace parcouru par une 
sphère variable de rajon , et dont le centre parcourt une courbe 
à double courbure quelconque. ^ ^ 

I. 

Si l'on suppose qu'une sphère variable de rayon se meuve de 
manière que.^on centre parcoure ime courbe à double courbure quel* 
conque, et que la grandeur de son rayon dépetide de la position 
du centre ^ cette surface parcourra un espace dont Tcnveloppe est 
la surface dont nous allons nous occuper. Je pourrois citer plu« 
sieurs exem{rfe!sr de surfaces soumises à cetCe génération , dont une 
des pl«s remarquables est celle 4e la colonne torse , qui n'est autre 
chose que l'enveloppe de l'espace parcouru par une sphère variable 
de rayon , et dont le centre parcourt une hélice de vis dont l'axe 
^t vertical. 

^ Le centre de la sphère mobile étant assujéti à être sur une courbe 
à double courbure , ses trois coordonnées ont entre elles les deux 
relations exprimées par les deux équations de la courbe 5 ainsi deux 
d entre elles sont fonctions de la troisième ; mais le rayon qui dépend 
aussi de la position du centre , doit être de même une fonction de 
l'ordonnée principale; donc le rayon et les trois coordonnées du centre 
^ont tels que trois de ces quantités sont fojictions de la quatrième-^ 
Prenant donc le rayon lui-même pour quantité principale , et en la 
représentant par a , les trois coordonnées du centre seront des fonc- 
tions de « , et ces fonctions seront arbitraires. Ainsi , pour une valeur 
du rayon égale à et, l'équation de la surface de la sphère mobile >» 
considérée comme enveloppe, sera 

dans laquelle les trois fonctions <]> ^ 4 » ^ sont arbitraires. 
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Ponr avoir une équation de la caractéristique , c'est-à-dire , de Tinter^ 
section de deux sphères consécutives , il faut différentier Féquation de 
I4 sphère en regardant a comme seule variable ; ce qui donne 

(jc — <>) <!>' + ( j — 4) 4' + (« — '') ^' -H * = o . 

Rf ais la caractéristique , à laquelle appartiennent les deux équations 
précédentes , peut être regardée comme la génératrice de la surface 
enveloppe , en regardant cette courbe comme mobile dans l'espace en 
vertu de la variation de «. Or , ce qni revient au même > l'enveloppe 
n'est autre chose que le lieu de toutes les caractéristiques individuelles 
qu'on obtiendroit en donnant à « successivement toutes les valeurs 
possibles ^ donc l'équation intégrale de l'enveloppe n'est autre chose 
que le résultat de l'élimination de « entre les deux éq^iâtions précé- 
dentes ; opération qui ne peut s'effectuer que lœrsque les formes des 
trois fonctions <^ , 4 > ^ sont déterminées. 

IIL 

L'équation intégrale de la caractéristique que nous venons de trouver, 
est évidemment en ocy j ^ z celle d'un plan ; donc cette courbe est 
l'intersection de la surface de la sphère mobile par un plan aussi 
mobile , et est par conséquent la circonférence d'un cercle : mais ce 
plan ne passe pas par le centre de la sj^ère**, puisqu'indépendammènt 
des trois termes qui conttemient :r-^^,^— 4 ^^ «— ir, l'équation a 
un quatrième terme « ; donc ce cercle n'est point un grand cercle de 
la sphère mobile j donc son plan n'est normal à l'enveloppe en aucun 
point de la caractéristique, et ne contient aucune des normales de 
la surface. 

IV. 

Si l'on considère la suite des caractéristiques dont la surface est le 
lieu, il est facile de reconnoitre que deux quelconques d'entre elles 
prises consécutivement , se rencontrent en deux points qui sont sur 
la droite d'intersection de leurs plans. Le lieu de tous les points ainsi 
déterminés est sur la sur&ce une courbe à double courbure qui a 
deux branches , et qui est touchée dans chacune de ses branches haip 
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chaque caractéristique- Cette courbe eat tinc ligné singidière dé lu 
surface , c'est une arête de rebroussement , suite nécessaire de la 
géncraiion. 

Chacun des points de Faréte de rebroussement étant à Tintersection 
de deux caractéristiques consécutives , les coordonnées ^,^ , a de ce 
point sont celles de la caractéristique qui ne cbangent pas lorsque 
dans ces équations e change et devient « -+■ ^« : on aura donc une 
équation relative à ce point , si Ton difTérentîe les équations de la^ 
caractéristique en regardant a? > 7, a comme eonstarites et « comme 
seule variable ; ce qui donne la troisième équation 

. Pour un ce déterminé , les irois équations donnent les valeurs des^ 
coordonnées x , j- , s du poim correspondant de l'arête de rebrous- 
sement : et cette arête ell&-mêitie est le lieu de tous les points' qu'on 
obtiendroit ainsi en^ donnant successivement à « toutes l^es valeurs* 
possibles. 

Donc , les équations int^^grafes de l'arête de rebroussement sont 1# 
résultat de l'élimination de « entre les trois' équations précédentes^ 

Les vïileui^ d€ X y fj !&^ qUé |)Fôduisént les- trois équations précc^ 
dentés 5 conûennent toute&le même radical. Si les quantités «•, ^ 9*4 9 ^ 
ant entre elles une relation telle que la valeur de ce radical- commua 
S^i nuUe , deux- oaractéristiqpes quelconques ne' se coupent. plus em 
éevûi points 5 elles- n'ont qu'un seul point de commun , et ce point 
est un point de contact 3 les deox branches de la courbe touchée pai^ 
toutes les caractéristiques se confondent en une seule , et cette courbe ^^ 
sans cesser d'être une ligne singulière de la surface , n- est plus une arét^ 
de rebroussem^ent , elle eSi UUe ligne de striCtioDf. 
, Il est' facile de trouver qn'en faisant , pour abréger> 

X — <(>'• -^ 4'» — ^/« =i A» ,• 

f équation qui établit ïa relation que doivent avoir entre elle» Tes* 
quatre Quantités éf <f ^ 4 r ^9 P^ ^ V^^ ^ radical s'évanouiase ^ 



-»- T 
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Cette relation est destinée à chasser uxie des trois fonctions ^,49^; 
pour ce cas particulier , l'équation intégrale ne doit donc renfermer 
que deux des trois fonctions <|> , 4 9 ^ 9 et son équation aux différences 
partielles , délivrée de toute fonction arbitraire , ne doit donc être 
que du second ordre ; mais l'équation en « , <^ , 49 ^ V^^ nous 
venons de trouver , n'est pas algébrique ; elle est aux différences 
ordinaires du second ordre ; on ne peut donc , par son moyen ^ 
éliminer une des trois fonctions arbitraires et ses deux dérivées , à 
moins qu'on ne différentie aux différences ordinaires les autres équa- 
tioixs qui appartiennent à la surface j l'équation différentielle de ce 
cas particulier doit donc être aux différences mêlées , ordinaires et 
partielles. Je reviendrai sur cette surface ^ «t je la traiterai dans le 
plus grand détail , lorsque je l'emploierai comme exemple dans le 
Mémoire que je donnerai sur les équations aux différences méléest 

VL 

Lorjqu^une surâice est du premier ordre , ott , pour mieux dire $ 

lorsque l'équation de son enveloppée ne contient qu'une seule 

fonction arbitraire de « , son arête de rebroussement est toujours 

susceptible d*étre exprimée par une seule équation aux différences 

ordinaires « délivrée de « et de la fonction. En effet , soit SI = a 

l'équation de l'enveloppée qui ne sdit composée que de à? , y , z ^ 

« , f « ; les équations intégrales de l'arête de rebroussement seroilt 

r dM\ fd-M\ ^ , 

ilf = o , ( *-j — 1 == o , I --j^ 1 = o». On pourra donc différentier 

les deiit premières eti regardant « COmnie constante j tes detix pre« 
mières , et kurs différentielles ordinaires , né contiendront , par 
rapport à a, que «i , <|>«, V* ; où pourra dôric toujours éliminer ces 
' trois quantités entre les quatre équations, et l'équation aux différences 
ordinaires résultante exprimera en général le$ arêtes de rebroussement 
de toutes les surfaces soumises à la même génération , et renfermera | 
comme cas particuliers ^ toutes les caractéristiques de ces surfaces. 



.^ 
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Dans les Surfaces (Tordres supérieurs , conune celle que nous traitqns , 
et dont réquation de l'enveloppée contient plus d'une fonction arbitraire 
de a , quelque loin que Ton pousse les différentiations ordinaires , il 
est en général impossible d'éliminer toutes les fonctions , parce que 
chaque diffcrentiation introduit des dérivées nouvelles ; et l'on ne peut 
avoir pour l'arête de rebroussement une équation délivrée de « et de 
toutes ses fonctions , qu'aux différences mêlées , ordinaires et finies. 
Cela tient à ce que , dans notre cas , par exemple , pour qu'um point 
appartienne à une arête de rebroussement , il ne suflSit pas que chacun 
de ses points soit déterminé par l'intersection de deux circonférences de 
cercles consécutifs et variables de rayon ; car si l'on Osûsoit mouvoir un 
cercle variable de rayon de manière qu'il fiit perpétudlement tangent 
à un£ même courbe donnée, sa circonférence n'^ngendreroit pas la 
surface dont nous nous occupons. U finit que les circonférences des 
deux cercles consécutifs £e coupent en deux points , et que ces deux 
points soient sur les deux branches de l'arête de rebroussement. Dans 
1 cquation différentielle de cette arête , on est donc obligé de considérer 
en même tems deux points placés à une distance finie , ce qui introduit 
nécessairement les différences finies . Dans un Mémoire ou je m'occuperai 
de la construction des équations aux différences mâées , ordinaires et 
finies , l'arête de rebroussement dont il s'agit ici entrera naturellement 
comme exemple. 

VIL 

Pour trouver directement les équations de la surface *aux différences 
partielles du premier ordre , il faut exprimer une propriété générale du 
plan tangent ou de la normale : or , la surface a évidemment cette 
propriété, que si par un quelconque de ses points on lui mène une 
normale , cette droite , qui sera aussi normale à la sphère enveloppée 
que la surface touche en ce point , passera par le centre de la sphère : 
or, en nommant a:',^',z' les coordonnées du point variable de la nor- 
maie , les deux équations de cette droite sont, comme on saU , 

« 
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la normale devant passer par le centre de la sphère dont les coor- 
données sont ^€t y 4^ » ^^ 9 ^^^ deux équations doivent donc avoir 
lieu pour la surface , en mettant pour xf^ y^ %\ les valeurs respectives 
f , 4 » ^ i donc , on aura 

ac — 4)+p(z— ?r) = o, 

j" — 4 + 9(^ — '^) = oj 

tirant de ces deux équations, et de celle de la sphère les valeurs de 
^t y y ^ > et faisant, pour abréger, i+;?" + ^* = A*, on aura les 
trois équations 

(a: — ^) A + ap = o , 
C^ — 4) A + «<7 = o, 

(z— 9r)A + * =0, 

qui comprennent les trois équations aux différences partielles du 
premier ordre de la surface \ c'est-à-dire , que si l'on prend ces trois 
équations deux à deux , ce qui se peut faire de trois manières différentes, 
le résultat de Télimination de <t , entre chacun de ces trois systèmes , 
sera une des trois équations différentielles du premier ordre. Ainsi ces 
trois équations sont , la première , le résultat de l'élimination de « entre 
les deux équations 

(x — ip) A: + «p = o , 

(r— 4)^H-«9 = oj 



• < 



la seconde , le résultat dé Félimination de « entre lés deux suivantes 

(y — 4)A + «t7==^^» 

(«— ■îr)A + « = O j 

et la troisième , le résultat de l'élimination de «i entre les deux autres 

Çz — 'jr)A + «=0, 
(x — 4)) A — atp = o ; 

on Ton voit que chacune de ces trois différentielles lest délivrai d'une 
des trois fonctions ar|)ttraires 4» ^ 4 i ^' 



\ 



\ 
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VIII. 

Puisque toutes les normales à la surface , menées par les points 
de la génératrice considéré^ dans une position fixe , passent par le 
Pleine point qui est le centre de la sphcrc correspondante , la gé- 
nératrice est telle que les normales qui passent par deux de ses 
points consécutifs sont dans un méfne plan , elle est donc la ligne 
4'une des courbures çlc la surface. 11 y a donc entre la $urface que 
nous considérons ici , et celle qui fait l'objet du paragraphe pro^ 
cèdent , cette analogie , que dans l'une et l'autre , la ligne d'une des 
courburjes est plane ^ mais U y a cette 4ifiérence que , dans la surface 
précédente , le plai^ de cette ligne de courbure contient toutes les 
normales qui passent par ses 4îffpi*ci^s points , tandis que dans celle-ci 
}e plan n'en contient aucune. I^ lieu des normales qui passent pa^ 
)a même ligne plane dç courbure , est la surface d'un cône à base 
circulaire , dont le sommet est au centre de la sphère . et dont la 
^^%p est dans le plan 4^ ^ ligni^ de courbure* 

Pour tous les points de la même ligne de courbure plane , le centre 
de cette même courbure n'est autre chose que le centre de la sphère 
(enveloppée i donc , dans la surface que nous considérons , le lieu des 
centras d'une des cpurbure^s cpsse d'être une surface courbe ; H se 
réduit à une ligne courbe qui est celle que parcourt le centre de la sphère 
mobile , comme cela arjriye aux surfaces de réyplutioi^ qui en spnt de| 

ê 

C9S particuliers f 

D'après cela , il est facile de trouver , par des considérations géomé? 
triques , les trois équations aux différences partielles du second ordre; 
car il est évident que pour tous les points de la ligne plane de courbure » 
le rajon de cette pourbure est constant et égal au rayon de la sphère 
enveloppée que nous avons représeuté par « : or » l'expression général^ 



\ 



\ 



> V 



\ 



en R par l'éqnatida 



du n^D d^ (Nmrbtire est 

donc , tirant de cette équation la valeur de /t , et la substituant pour « 
dans les trois équations aox, différences |ireiitiàres> les trois équations 
aux différences partîdleà §e5<5ùdes seronr' ~ , ' 



•I- > • i 






ë I 



équations qui sont séparées , et do&t chacune ne contient plus qu'une 
fonction arbitraire. 



« V 



Ces -équations sont les mémes'que celles qu'on âuroit obtenues en 
différentiant partiellenie^t leâ trois équations aux difiei;eWces premières. 
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Les équations aux différences partielles du troisième ordre expriment 
2e9 propriétés dei^ surfaces caurbeç , rela^ves aux variations de leurs 
lignes de coItrb^re ou de leurs rayons, de courbure : or , par rapport ^ 
ces variations, la fori&ce. que ucros considérons jouit évidemment de 
cette propriété, que , pour tous les points de la ligne plane de courbure, 
le rayon de cette même . courbure est constant'^ ce qui établit une 
opposition entre cette surface et celle du paragraphe précédent , dans 
laquelle le rayon de la courbure plane est constant pour tous les points 
d'une même ligne de l'autre courbure. Si donc on représente par 

jidjc + Sdr = o , 

' . ... 1 ' » . 

l'équation générale de la ligne dé conrbune que nous.avona donnée^ 

article XL du paragraphe précédent , et dans laquelle le signe • dM 

radical doit être diflércnt de celui qui entre dans l'expression du 

rayon de courbure R , afin que lé rayon et la courbe appartiennent à 

dr 
la même courbure; il £stui qu'en donnant à ~— la valeur qu'elle a 

4a 



mit'jjm^ 



\ 



( 55o ) 
dans cejte équation ,- le rayon de courbure soit constant , bu que l'on 

9it,dR=sOt, ou enfin i"^) *^+ (."X" ) 4r « o. On aura 
donc pour tons, les points de notre surface 



K^)-(-^)=»- 



Si on effectue les diffëreutiations partielles indicpiées dans cette 
équation , on aura l'équation unique àuac- différences partielles du 
troisième ordre de la surface, ^ 

XIL 

Pour effectuer les diffiérentiations partielles de Farticle précédent ^ 
et arriver à un résultat mieux ordoi^é , je reprends ^ dès Torigipe , la 
recherche des lignes et des rayons dé courbure. 

Les équations de la normale , en a:' ,^ , ;s' , sont , comme oïl sait , 

x' — x-^ p(z' -^z) = , 

. . y -r ^r H-, y (^' — «) = o- 

' iSîTon considéré deux' normales consécutives telles '<[u elles soient 
ilabs un même ^lan , ou qu'dlës se coupent v il faut diffiérentier ces 
iiéux équations , en regardant x', ^j 1/ comme eonsiantes ycequidonne 



• i I 



àx [i +;.» — (2' -rz) r] rh àjr [ ,,pq — («' — i) s\ = o ^ 
da:{ pq^ (z' ^.z),s} .+ dj, [i + 9* — (a' — «) f j = o , 



dans lesquelles la valeur 4c.";7^. est celle qui convient à la ligne de 

courbure par laquelle passent les deux normales consécutives ^ et dans 
les quatre équations , les coordonnées' Jc',y, s' sont celles du point 
de rencontre* des deusQ normales Y etparcom^j^qœ^tifUi centre de lâ[ 
courbure; ônaur^donc- > ; . ; 

• * 

_ • • • 

QU 
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substituant cette yalenr de z^—z dans les deux équations dtlf^^rç^tieUiesv 
elles deviendront 



\ » 1 . * • - • ' ». - V \ 



actuellement, soit&it, pour abréger, 

• jRf— ' p4f Ass B , . 

" * ■ 

' "" ^ . — — •■ - 

réqaation de la projection de la ligne de courbure sera indifféremment 
l'une des deux suivantes n 



i ^ 



Adx + Bdy = o , ' Bdx + Cdj = o , 



/• » . t » y 



dy ^ 
entre lesquelles éliinînantvr^ , on aura pour J'équation qui donne la 

TttléartdaTûffon'de la même cousibuire 



Cest cette équation qu'il faut diffSrentier pirtidlenignt pour. aToir 



les valeurs de ( -;— j > ( "j"" )* 



XIII. 



« I 



I^a ^îfférenûelle ordinaire de l'équation AC •— j9' = o , est 

> * 

CdA— aBdB + JdC = o , 
OU , en mettant poiur dA , dB^ dC leurs valeurs 



doAc, titott &*t 






les deux différMces partielles dp cette é^pitfîon sont 



V 



(g)(-> 






Bs-^Jty\-Ii(Cu-aBfu+Jw)-iklCpr-B(çHrps)+J<fsl 



>■ 'd , t. 



— fîZpf [(,4.p.)C-ajw5+(i+^»)-'] = 0- 






Pour substituer ces Taleurs de ( -t— j > ( -^ I dans 



il faut multiplier la prière ^ i^.k^âMimde'par ^,<«t TâUUMdwr^ 
ce qui donne pour l'équation aux différences . partielles du troisième 
ordre « 

A r • ' 

Mais des trois termes dont cette équation est composée , le second 
est le doïflile du troisième. "En effet , si dans les Çquàtiotts qui dotaient 
les valeurs de ^, B , Ç, ou prend «elles de i + p* , P7 » >"+"¥' 
pour les substituer dans le dernier facteur du troisième terme , on 
trouve , à cause de.dP'—B* 420, '. . , ' .. .. 



\ 4 * * 
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et prensait dans les mêmes éqaatioaspour r^s^t leurs valem^ pour les 
substituer dans le premier facteur du même terme , on trouve 

^ ' -- C^P— ^w -]^^ 

■ 

donc , le troisième terme de l'équation aux différences partielles du 
trobième ordre sera 

et par conséquent la moitié du second terme -, donc , réduisant et 
chassant C au moyen de jiC — Jî*= o , cette équation sera , 

dans laquelle il n'y a plus qu'à sulj^stitner. pour ^ et B leurs valeurs 
qui sont en différences partielles du second ordre. 

XIV, ' 

S'il s'agissoit d'iiit^gf^T cettf . éc^tipn ^ 4$t sii^^cité reifdrxdj» 
l'opération très-facile. En effet y l'équation de la projection de la 
caractéristique est < . 

5î^l + 5 B*Jdj»dr + 5 BA^djdx^ -^Aidx^ — o, 

• • •• 

qui est un cube parfait , et dont 4a racine est indifféremment 

Bdj + ::édx Œî-o , 

ou 

Cdj + Bdx = o , 

& cause de AC — vH* :s= o j ce qui prouve que la surface n'a qu'une 
seule caractéristique , et que la quantité qui doit entrer sous les trois 
ibnctians arbitraires qui complètent son intégrale finie , est la même. 

Remettant dans ces équations , pour A\ B ^ C , leurs valeurs , 
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elles deviennent 

[iî^ — (i +^0 A] dy + (/{^ — pqk) dx = o. 



ou 



/My — A (dx -^pdz) = o , 
Rdq — A (4r + V^) = o , 

entre lesquelles , sL Ton élimine la quantité R , pn trouve pour la 
caractéristique 

(dj- -|- qdz) dp = (dr -|- pdz) dq , 

qui est l'équation générale de la ligne de courbure; donc, la caracté- 
ristique est .une des lignes de courbure de la surface. 

Si , des deux équations 

s, • 

Rdp — k(doc^pdz)^=:o^ 

Rdq^k{dj^pdz)^o, 
et de 

dz — pdx — qdy =: o , 

on tire les valeurs de dx , djy dz , on trouve 

dx=z Ri 4-» 

k 

dz :^ "^^ JRd ^jT' f 

équations qui , en regardant R comme constante » sont des différentielles 
exactes. Or, ces trois^ équations ont lieu pour la caractéristique ;.donc, 
pour tous les points de cette courbe , la quantité R est constante. Donc» 
en intégrant ces trois équations , et les complétant chacune par une 
fonction arbitraire delà quantité /I qui a été regardée cooune constante» 



j 
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on aura pour la snr&ce conrbe les trois équations premières séparées 

dans lesquelles , il faut mettre pour B la valeur du rayon de courbur^ 
en différences partielles du second ordre. 

La quantité B étant la seule dans ces équations qui contienne des 
différences partielles du second ordre , il est évident que si Ton éli-. 
minoit R entre deux quelconques de ces équations , le résultat ne 
renfermeroit plus que des différences partielles du premier ordre , 
et contiendroit deux des ionctions arbitraires -, ce résjoltat seroit donc 
une des intégrales secondes. L'élimination dont il s^agit ici ne peut 
s'effectuer tant que les fonctions qui contiennent R sont arbitraires , 
et on ne peut que l'indiquer. Donc , les trois intégrales secondes sont 
les résultats de l'élimination de l'indéterminée R entre les trois équa- 
tions précédentes considérées deux à deux ; ce qui peut se faire de 
trois manières différentes. 

» 

Enfin , si Ton fait la somme des carrés des trois équations prccc- 
dentes , on trouve 

(œ — <tRy + (jr — ^Ry^Çz — 7rRy=:R^, 

qui est l'équation de l'enveloppée mobile , en vertu de la variaiion 
'de l'indéterminée R. L'équation intégrale finie est donc le résultat de 
l'élimination de R entre cette équation et sa différentielle , prise en 
regardant R comme seule variable. 

XV. 

L'équation aux différences partielles du second ordre , que nous 
venons de traii^r ^ appartenant à un© surface qui n'a qu'une seule 



>« 
^ 
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earactéristîquc , et riniégrde finie de f enveloppée ne contenant le$ 

quantités Jc , j , <>« » 4* <pe sous les parenthèses (x — <j)a), (^ — 4»)^ 
elle peut être intégrée d'une autre manière , que je ne dois pas passer 
sous silence , parce qu'elle «convient à toutes les autres équations qui 
sont dans le même cas et pomr les ordres supérieurs au premier. 

Nous avons vu que Téquation de la caractéristique , déduite de 
l'équation du troisième ordre , est indifféremment l'une des deux 
suivantes 

B — dar 

oiettant pour -^ sa valeur ■ , * dans la proposée , elle devient 

Ri^dx^-^^tudocf^dy ^^V^dacdf^^ \^dyi)Y. 
— "^^kipdx-A^qdj^irdx^-^-^k sdxdj '+^tâjr*)y 

Si Ton considère cette équation comime ^appartenant it la sni^e \ 
et par conséquent aussi 4 renveloppee y de manière que djt et dy 
puissent être regardées Tune et l'anal comme cbAstantei , elle peut 
être mise sou» la forme suivante 

Bd^z -— 3 kdzddz =s o. 

Actuellement , des deux équations de la caractéristique , si Ton multiplie 
là première par dx , la seconde par d/j et si l'on ajoute , on a 

Cdy^ + a Bdxdy + Adx'' = o , 
qui , par la restitution des valeurs de A ^ B ^C j donne 
B (rdg:*'\'2sdjcdj^tdy) — kl{i+p*)da:*+2pqda:dj^i'\^*)djr^']=o, 
ou Rddz — k (dx^ + 4^* "^^ ^*) == ^ î 

R 
au moyen de laquelle chassant -r-- de l'autre équation aux différences 

A 

ordinaires de « , on trouve pour la surface, et par conséquent pour 
l'enveloppée , l'équation aux différences ordinaires du troisième ordre 

(<te> + dy^* + <fc»)<fJ« — Zdzddz^:=^o , 
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qu'avec un peu d'habitude ou reconuoît aisémeul pour être Téquatiou 
générale de la sphère , quelles que soient et la position de son centre 
dans l'espace f et la grandeur de son rayon : mais si Ton ne la recon- 
noissoit pas , il seroit trcs*facile de Tintégrcr , car elle n^est autre 
chose que / 



^V 3S +^;=o, 



dont rintégrale complétée par la constante arbitraire cTest 

dx* + é^* •+• dk* 4* (« — <r) ds = o. 

En regardant dx et djr comme constantes , cette intégrale esi-une autre 
différentielle eiLacte qui peut se mettre sous la forme suivante 

d [xdx -^jdy + (« — <r) d£\ = o , 

dont rintégrale doit être complétée par une quantité de cette forme 
^kdx -|- ydj , puisque dx t\dj ont été regardées toutes deux comme 
constantes dans la différentiation ^ donc , l'intégrale seconde sera 

' (^ — i8) da: -f- ( ^ — 7) rfr + (« — J^) ^« = o , 

dans laquelle j8 et > sont deux nouvelles constantes arbitraires intrO'* 
duites par la même intégration ; ainsi l'intégrale troisième de l'équation 
de Fenveloppce sera 



(^~ !•)• H- (7 — ^)- + (:?— rf^)* * *^. 

Or , la sur6k:e à laquelle apparticQt la proposée n'a qu'unie seule 
caractéristique j par conséq^nt des quatre coBStantes arbitraires que 
comient l'intégrale précédente » trois quelconques sont des foAcliona 
arbitraires de la qpatriàxne ; donc^ l'équation intégrale de Teûveloppée^ 
considérée comme mobile en vertu de la variation de sou rayon, est 

(a: — <j)*)» + (^ — 4*)' + (^ — '»■«)• = «•• 

Donc enfin , l'équation intégrale de l'enveloppe est le résidtat de 
l'élimination de « entre cette équatioU' et sa cfifiefentielle , prise en 
regardant « comme seule variable. 

43 
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XVI. 

> 

Lorsqu'une surface courbe n'a qu'une seule caractéristique , c'^est-à- 
dirc , lorsque les fondions arbitraires qui complètent son équation 
intégrale sont toutes composées d'une même quantité tt , il est toujours 
possible de déterminer quelles doivent être les formes de toutes ces 
fonctions , parce que la surface passe par autant de courbes données 
arbitrairement dans l'espace , ou embrasse autant de surfaces courbes 
données. Mais , comme le procédé est un peu compliqué^ je vais en 
donner la marche pour l'un et pour l'autre cas- 

X V 1 1. 

Trois courbes étant données arbitrairement dans l'espace, déterminer 
les formes desfonclions arbitraires qui entrent dans l'intégrale , pour 
que la surface passe par ces trois courbes , ou , ce qui revient au 
même , pour que l'enveloppée , dans son mouvement soit perpé- 
tuellement tangente à ces trois courbes. 

Représentons les deux équations qui comprennent .l'intégrale , par 

A' = o , ( -^ ) = o; puis , soient -Sf = o , iV= o , les deux équations 

données en ce ^ y ^ z de la première des trois caurbes par lesr 
quell^es la surface doit passer. Si l'on considère ensemble les trois 
équations L=o, ilf=:o, i\r=o, c'est-à-dire , si l'on regarde les 
coordonnées co^jr, z comme ayant respectivement les mêmes valeurs 
dans les trois équations , ces coordonnées sont celles d'un point 
commun à Fenveloppée et à la courbé : mais il ne suffit pas que ce 
point soit commun à la courbe et à la surface , il faut qu'il soit un 
point de contact ; donc , si l'on différentie aux différences ordinaires^ 
ces trois équations^ ce qui , pour la première, donnera 

(a: — - ^a) dao +(/•^4*)^^•(^-*■ '»'*) dzz=: Oy 
€t pour les deux autres 

X'd^ + rfdjrJ^Z'dz=:o,^ 
Xf'dx:^rfdjr^Z'^dz = o., 
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dans lesquelles les six coefliciens sont connus et donnés par la di(rc<- 

doc dy 
rentiation , il faudra que les deux quantités —r— 5 -~- qui déterminent 

la direction de la tangente de la courbe y aient chacune la même 
valeur dans ces trois équations ; donc , si Ton élimine ces deux 
quantités entre les trois équations , on aura en^x,J-, z , ^, 4)^9 
une équation que je représente par G = o , et qui doit avoir lieu 
pour que la courbe et Tenveloppée se touchent dans le point que 
Ton considère. Ainsi , Ton aura entre les trois coordonnées de ce 
point , les quatre équations L=:o,-W=o, N = o , G = o. Donc , 
si Ton élimine entre elles les trois coordonnées ^ , J^ , z du point 
de contact , on aura en et y ^tty 4« » ^» une équation que je repré- 
sente par 

et qui exprimera la relation que doivent avoir entre elles les trois 
fonctions arbitraires , pour que l'enveloppée touche la première courbe 
dans un certain point. 

Actuellement , si , pour chacune des deux autres courbes données 
par lesquelles doit passer la surface , on fait les opérations analogues , 
on aura deux autres équations 

^' = 0, ^'' = 0, 

qui seront aussi en « , ^At , 4«^ 9 ^<^ > ^^ ^ui donneront les relations que 
les fonctions arbitraires doivent avoir entre elles , pour que l'enveloppée 
touche chacune de ces deux courbes. 

Mais il ne suffit pas que l'enveloppée touche chacune des trois 
courbes ; il faut que ce contact ait lieu pendant tout son mouvement , 
c'est-à-dire , il faut que les relations que nous venons d'exprimer ne 
cessent pas , quand même c varie 3 donc , il faut que l'on ait encore 

ilH =0, 

dW z=zOy 

dW^—o, 
équations qui contiendront les quantités «, <^«, 4* » ^^9 V« 9 4'<^ > ^«^^ 
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Vous aarons donc , entre ces sept quantités , les huit éqoations 



^ ^ ♦ \-r- ) — o , 



dL\ 

H z=zo, dff =o, 

ff' = o, dH' t=o. 

Donc » en éliminant les s^t quantités entre ces huit équations , on. 
aura çaXf y , z une équation délivrée de « et de toutes les fonctions 
arbitraires , et qui sera celle de la surface demandée. 

XVIII. 

Trois suriaces courbes étant données arbitrairement dans Tespace ; 
déterminer les formes que doivent avoir les ibncdons arbitraires dans 
l'équation intégrale , pour que la surface engendrée touche c&acan« 
des surfaces données dans une courbe de contact, c'est-à-dire , pour* 
que l'enveloppée , dans son mouvement , toacbe perpétuellement ces; 
trois surfaces.. 

Représentons de même par £ s= o , f --7— ] = o , les deux équations* 

qui comprennent l'intégrak , et soit M^=> a l'équation donnée d'une 
des trois surfaces que doit toucher la sarfiatce engendrée ^i^l'enveloppée' 
et la surface donnée se touchent en un certain point, non^aeulement 
les coordonnées ^ » ^ , is de ce poihi satisiêront aux deux équations 
L =s o , itf = o , mais eucore le plau tan^nt en ce point à l'une des 
siu^faces coïncidera avec le plan taageut à l'autre surface en ce même - 
point; donc, si l'on différeniie partiellemmt les équations de ces- 
deux siurfaces, ce qui, pour la première , donnera 

y — ^a. 



;B — TTÛL 
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ce pour la seconde 






dans lesquelles P tiQ sont obtenues en oc^j^z par la différentiation , 
il faudra que les valeurs de ;9 et ^ , fournies par l^s deux équations , 
soient respectivement égales entre elles ; ce qui donnera les deux 
équations 

ac — <»* + /^(« — »«) sa G., 

J- — 4a + Ç(5? — ^«)=: o, 

X 

On aura donc , entre les coordonnées x ^ j^ z du point de contact , 
quatre équations , savoir , les deux précédentes , et de plus L = o , 
3f=o; donc , si , entre ces quatre équations , on élimine les trois 
coordonnées , on aura en « , <pa y 4<^ > ^«^9 ^^^ équation que je 
représente par 

i5r=o, 

et qui exprimera la relation qui doit avoir lieu entre les trois équations 
arbitraires y pour que renveloppéc touche la première des trois surfaces 
données en un certain point. 

En opérant d'une manière ^ analogue sur chacune des deux autres 
surfaces données y on aura en « , <^« , 4^ , 9r« deux autres équations 

^/ = o, ^'' = 0, 

qui exprimeront les relations que doivent avoir les trois fonctions 
arbitraires , pour que l'enveloppée touche aussi ces deux autres 
surfaces. Mais il ne suffit pas que ces trois contacts aient lieu pour 
une certaine portion de l'enveloppée , il faut qu'ils aient encore lieu 
si l'enveloppée vient à se mouvoir ; c'est-à-dire , il faut que les trois 
relations subsistent quand même a viendroit à varier : donc , il faut que 
l'on ait encore 

Ces trois dernières équations contiennent les sept quantités a , <^4 , 
4« , ^« , <>'« > 4'* > '^*. Or , entre ces sept quantités , nous avons 
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les huit équations 

L = o , dL =zOj 

H =o^ dH =o. 

W = o, dW z=zo, 

ffi= o , dHff = o, 

Donc 9 si f «ntre ces huit équations , on élimine les sept quanûtés , 
on aura eux^j-yZ une équation délivrée de toute fonction arbitraire; 
et qui sera celle de la surface demandée. 



S. XXYII. 



Sur les déçeloppées , les rayons de courbure et les- differens genreg 

d'infleaûons des courbes à double courbure. 

Tout ce que l'on a fait jusqu'à présent sur les développées des 
courbes en général , se réduit à avoir trouve celles des courbes 
planes ; encore parmi le nombre infini de développées que peut avoir 
une courbe plane, na-t-on considéré jusqu'ici que celle qui se 
trouve dans le même plan qu'elle : or je me propose de démontrer 
qu'une courbe quelconque, plane ou à double courbure, a une 
infinité de développées , toutes à double courbure , à l'exception 
d'une seule pour chaque courbe plane , et de donner la mauièix) 
de trouver les équations de telle de ces courbes qu'on voudra , étant 
données les équations de la développante, l^out ce qu'on connoit 
sur les développées n'est donc qu'un cas particulier de l'objet de oe 
paragraphe. 

I. 

Si l'on conçoit une droite menée par le centre d'un cercle per- 
pendiculairement à son plan , et prolongée de part et d'autre à l'infini , 
tout le monde sait que chacun des points de cette droite sera à égales 
distances de tous les points de la circonférence ; que par conséquent 






( 343 ) 
celte circonférence sera tout aussi rigoureusement décrite , si Ton 
imagine qu'une seconde droite , terminée d'une part à un des points 
de la circonférence y et de l'autre à un point quelconque de la per- 
pendiculaire , tourne autour de cette perpendiculaire comme axe , en 
faisant constamment le même angle avec elle , que si l'on eût faii 
tourner le rayon autour du centre et dans le plan du cercle. Cette 
dernière description , qui n'est qu'un, cas particulier de la première , 
est , à la vérité , plus propre que l'autre à donner idée de l'étendue 
du cercle , parce qu^alors il suffit de donner le rayon pour que le 
cercle soit connu ; tandis que par Tautre il ne suffit pas de conuoitre 
la longjueur de la li^e décrivante , il faut que l'on connoisse encore 
ou l'angle qu'elle forme avec l'axe , ou la partie de l'axe comprise 
entre le pôle et le plan du cercle , ou enfin quelque chose d'équi- 
valent , ce qui comporte nécessairement deux données. Mais tant 
qu'il ne sera question que de description dans l'espace et non sur un 
plan résistant , ceUe des deux méthodes qui auroit quelquavantage 
sur l'autre , seroit la générale 3 parce qu'en prenant sur l'axe deux 
pôles placés de part et d'autre du plan du cercle , et menant par 
ces deux points deux> droites qui se couperoient en un point de la 
circonférence y et faisant enfla mouvoir le système de ces deux droites 
autour de l'axe , de manière que leur point d'intersection f&t fixe sur 
Tune et sur l'autre , le point décriroit rigoureusement la circonfé- 
rence du cercle , sans qu'on eût eu besoin de connoitre auparavant, 
le plan dans lequel elle doit se trouver. 

1 1. 

Soit KAaD une courbe à double courbure quelconque tracée dans 
Tespace. Par. un point A de cette courbe , soit mené un plan MNOP 
perpendiculaire à la tangente en A ; par le point a infiniment proche , 
soit pareillement mené ua plan mnOP perpendiculaire à la tangente 
en a y ces deux plans se couperont quelque part en une droite OP 
qui sera l'axe du cercle y dont le petit arc Aa de la courbe peut 
être censé faire partie ; de manière que si des points ^ et a on abaisse 
deux perpendiculaires sur cette droite , ces perpendiculaires , égales, 
entre elles , la rencontreront en un même point G qui sera le centre. 
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de ce cercle. Tous les autres poims g ^ gf - • * etc. do cette droite 
seront chacun à égales distances de tous les points de TaTc infini- 
ment petit Aa , et pourront par conséquent en être regardés comme 
les pôles. Ainsi , si d'un point quelconque g de cet axe, on mène 
deux droites aux points ^ et « , les droites gA et ga seront égales 
entre elles » et formeront avec l'axe des angles AgO et agO égaux 
entre eux; en sorte que^ i^. si Tonyouloit dé&nir la courbure de 
la courbe au point A , il faudroit donner la longueur du rayon AG 
du cercle psculateur ; 29, si l'on youloit assigner le sens de la cour- 
bure^ il faudroit donner la position du centre G dans l'espace. Mais 
s'il s'agissoit simplement de décrire le petit arc ,• il seroit également 
suflSsant ou de faire tourner la droite AG autour de i'axe , sans 
altérer l'angle AgO qu'elle fait avec lui , ou de faire tourner le 
rayon AG perpendiculairement à cet axe. 

III. 

Il suit de là que la droite OPpeut être regardée comme la figne des 
pôles de l'élément Aa j que le centre G de courbure de cet âément 
est celui de ses pôles , dont k distance à l'clémcm est un minimum ; 
enfin que son rayon de courbure est la perpendiculaire AU , abaissée 
de rélomeiit sur la ligne des pôles. 

IV. 

Que l'on fasse actuellement sur tous les points de la colirbe a 
double courbure la même opération que nous venons de faire sur 
un de ses élémens, c'est-à-dire, que par tous ses points consécutifs 
AyA^^' A^^f ^'' Ton fasse passer des plans MNOP^ chacun perpen- 
diculaire à la tangentç de la courbe , au point dans lequel il la coupe , 
1« premier de ces plans rencontrera lé second dans une droite OjP, 
qui sera le lieu géométrique des pôles de l'arc ^^'; le second ren- 
contrera le troisième dans la droite OP\ Keu àt^ pôfes de Fai-c A^A^\ 
le troisième rencontrera le quatrième dans fo droite O'' /^^'iieu ài^s 
pôles de Farc A^^ A^^\ et ainsi de Suite. 11 est évident que le système de 
toutes ces droites dlntersection , ou la surface courbe qu'elles forment 
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fBx Idar assem^ge , -sera le iieu géomëtriqae des pôles de la courbe 
KAR ; car ceue iBOii^*be n'aura point de pôles qui ne se trouvent sur 
.cette surface , et la surface n'aura pas de -point qui ne soit le pôle de 
«qntlqa'ilii de$ élémeus de la courbe. 



t 






V. 



' Qocfkpie 4a aatore de cette sur&ce eoiui>e dépende absolument de 
.e^e de la courbe EiAD , cependant toutes les surfaces engendrées 
.de cette manière jouissest d'un caractère génénd , et indépendant 
|Kmr chacune ^'elles,de la courbe particuiièpe qui a servi à la former. 
.Ce caractère < est de pouvoir 4tre développées 9ur un plan , comme 
ks surfaces 4yiniquea et c^Undriques 4l>ases quelconques , .sans dupH- 
.catuxe.et%6«is solution de coatkuiité. En céet , les hèdres OEP^O^ 
dont 4est:oQiBap#sée là sur&ce de 4a figure a / sont des portions de 
lllans infiBunent étroites t iofiimneiitloiii^esv et qui se coupent con- 
j^cntîteiiieiit suivant des Jignes droites. Cela posé, on peut toujoun 
.cpnpevpic que la première hèdre 0/¥^0' lotîhie autour de la droite 
QPi cominé Asmd^^ fusqu'à oa qu'elle parvienne dans le plan de 
.riiè4rf) , auwame QPfP^îO^ ; ^'ensuite* leur iq^me tourne autour 
,de 0"]pf^ , eljw ne fimant quiun ^nève plaa jusqu'à ce qu\l soie 
dei^ Je pftBos 4e laitnMsièÉie OI^B^imOf^, et ainsi de suite ; d'ob 
l'on loit.qpe .ri«i V eqapéehe que èit cette manière tous les élémens 
ideja sn^ce.ue/irieiteent/saiis mptuM, se ranger dans un même 
plan. Donc Je. suiiitce des pôles d'une courbe à double conibur» 
quelconque 4«. toujctttrs ww auiiaee dérelop|iabIe. 

VL • ■ \ - 

Che coxuhe quelconque plane ou à double cowime , a une infinkè 
de développées dont le lieu géométrique est aussi la sutface des 
pôles de cette oourbe. 

DsMOiisiraAflaoïf ; Du point Jl de la courbe par lequd passe le 
premier iplanmonnal MNOP^ soit menée dans ce plan , et suivant 
une direction arbitraire , une droite Jg jusqu'à ce qu'elle rencontre 



la çectîofi (J/îqndqup pav« «U uii poiât g^j^p^y 1^: poms jé\ei g 
spit mcuçe , dani le. secpad j^ao norwAl m 1^ droite Atg ^firoloègée' 
jusqu'à ce qu elle renconue 1% ^ectipn O'P' .en pxà pt^int ^ : soiem 
pareillement menés ^VG^^ ^^ ^^P*i d^ §^^^5 » J^ . d4< . qmfe jfaif'epliij{0 
qui passe par tous les points g^^'g^'^... est une des développées de 1» 
courbe ^^Z) : car , i«. toutes les .^ites Ag^ A^^^ A'^g^^..., sont les 

tangentes de la courbe gg^g^' puisqu'elles sont les prolong'emens 

4es clcmous.de œUe courbe ^^(./sH'0«i oitonçoIciiisQ^ la ^nt^ré^Ag 
jtourne autouK du poiîit g po«ir ,wcim «it^pU^erVsur la nitaBile A'g^^ 
pUe ïi'aura pas ces^ d ew^ .twïgf iH« ;à fa «ôurbe- gg^_ . . ^ev son 
exJUéipité :^ , ^t^i:^ .fiy^ p^mw^Séiuie. Aj^.^s sb ocmfimàmv^^ 
i'extrémité,.;^^ ide Ja^ secop^ilé. .Que JV>tii!£i9S6«ide niéfeitir vôurft^r k 
socQude flignQ A^g^ ailio^* du. p6im ^pouè ^qu'elle yieiiiie' s'appliquer 
«nr ia tro^sîçKntf ^/^g', ^<he eesseia pas detoueker lu catàthè gg^g^.?. 
et s^u e*Urémilié ;^{ r\^ awiii% ffes^de^Tésnc' u^l^'V^^ètî «ttêi»^ ^liîtfe*' 
Qq^c ^.cq)ir^^ igr^f'/v^'^t^^'t^^ T^isiîrpii^.èoilçolt qti^tiriei dé sefc 
^f^2^n|£$,j;Qjirfi^,2tMl9pi> ^icejbte CQiirbe(^s*7àxdMg/c«isè»» é« i^iéitt 
^^ongfpffi fjf^ iîM»<wo^.4ft4^Hi1if«ttlétai lAttisr te d^ M* lûngti«âi^v 

00(4^ pDicbW.d||9r:i}cil4#;Jiaii|^àÉ^ déerira in cowb«>l^£)} d!6)ic'cyb^ 
^t. uii^ d^ r$0^t d4viefa|i|iéeskvl^fr 
4tait;«rlHt]^frQ:; el i^uîmi^t yéitfii'autirf dÎMédoMiqtt^od *r<eii^ i^câ^fe 

.^^Wpil^ j^tÀmrtMMnumt dom ëés id^ddf4>éMp'âe< )» >couH>e IIABS 
>^4fii^Wfl ^q9^b^j;^|liidQimqiie!ià.i«nerîsfi<i)ié <dè -détulc^ppë^' tfeute^ 
5:p}igpj^î^s.44r Jl| ^i:fice( dévefejypaUe [qitf et» l0<Meukl^ i^à pdle^ ; 
or cette surface reiditf0^''4o«siJe3' ipdletiJd^-'k.ecHHlidy '^ esif par 
eQnséquent la seule qui en contiemie les^ développées ; donc elle est^ 
leur lieu géométrique. 



î'j 



Remarquons que tous les plans MNOP ^mi tftiigiais àiavsiû^ce 
développable , puisque chacun d'eux est le prolongement d'un de ses 
é^én^ens,^a,,4j:pilp .^g^,[^jH^ 4«nofto%fi li»{àift3nido>8im>JniMV€ntibt, 
petrouA^Y^da^^.^d^ ,lt ^^»ti tjMkfeskûnaacnft ïsfafftnm ^ 

cette surface.. •• . , • ,\ , , «*:'' /iiIiJ^ i' > ■•> v::j 
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5î du poim J ^'o<a,al>^use. f5|;l^r,.p^,j^a. perpendiculaire -<^G , âff, 
pointa' sur OP' , la perpendiculaire},^'.^,. du poî»t,<^'' sur 0^^P[^^ 
la ^ perpendiculaii^e ué^^G^^ et ainsi de suite , nous avons vu que les 
points G, G*l G*^..., seront les cehtriès de courbure des élémens 
•cori*espondans de . Ifi, courbe K^P ; que.par .con$pqucnl la .courbe 
qui passeroit par tous les points G. GK C'.... sergit le lieu géomé^ 
4riquc de ces centres de courbure.. Je dis quQs cette courbe ne peut 
^tre une des développées^ de la proposée ^ a^oins que la proposée 
né soit plane « auquel eas elle devient \à seulq dont on se soit occupé 
|usqu.a présent. £a effet , lorsqu un«' courbe est à doublé courbuf ë « 
xleux tangentes consécutives , que)<me part ç^u'on les prenne , sont 
jbien dans un aiéme plan ; mais trois tangentes prises de suite ne 
penvem plqs sjr. troiji.Ter. : ^o^ç trç|i»^^iBj[is^fiQ|j;îé(îuti^ ,. çh^con npnpal 
à ia xrourhe , ne jp,e«yent j^asétre pf^rpç|u)jipiUatf)es à^ nii^méinçj^a^^ ^ 

par coQscqi^qt jL'inteca^Uo'n. du prenjiiçr.]el du second ai^ ^^^l'T'ff 
4tre parallèle à r^^tefse^it^p dju ç«<;cmdet du iroisièmç. Don^., p^m- 
une 4:oi^i»e à d<»i^Le courbure > le$. jiroJAef QJ^^, (^P',^ Q'P'K^.^ti^ 
pèsent ^^s,éirft|^riaèks. . .. , l,; • ^... ., ., .;\. '. ' ..^ ./^ -.•. ;'^ ,. 

}xn. 4eni ^f^si p<;i|>«ii4««i>laiM « -9!^t.ft«/itmi^Q.\mfçùtmÂt n(i iiutf*nr 
M«M>J^,<^^fMMrpbSi<iiNMAawe»J)^ejk fMi«.p«i'.c«Nwé<fwâb(.disfiiioi» 
4«tM4r9i4iiqi4^<}^jdbaisaéê pptywdiiTtUtgpewieiu 1 du point J* uu Ofifl, 
Xhmç4e«,f4eti«.diHttteiiflMi*àc«ttiin( j^fi^ ià^* «e .nmcoalranetaik pas 
I«,f}|l9it», 4?/^ fJMfe JedniteièipMatipItoW: lAeiU.'. dirQiiks;^f»w»fflcfEi^ 
^u>/^ <im^ UK lt4i ê àrftP «keip«urmit> fse, MMontntr. ^ . à iBoinb <pie . es 
yift #fftfnwfr.J j iÉ< rM> tilanV4^s~dw^ pton« «Imm , lofqMk . on les 'oà^ 
^p4^û.^^m^\kêt4rQM»:J^,f^.i4l^.9*iyêer^ , it>Aè 

«<NKiS<^«flO!i«é(pifmk,|)j|iS(«ètdvViq. màme flm- U J» «n, àà ipiafs.dm 
h ^^iH|e»i{)ftoitM> ^<r,-.ul"iî»f, Jif(^.6'"«..^,. |>aHa.-:clm.<i. dewk 
l ^ïMdmiYfm tm t t. litM lo^itefi .èesldcwtes' VA' pravcatiipaaiiâiûi Ui 
lm0epM»'4C«MteUOTes:d^Qfl-ia4me«OMHi>«i.: Il twàttmtà dciA fuoisL) 
HW 4U«».fPiM4) <dlU6cu|0b<:âe^ ^, TÀn conçoâ jnç étoiti; ipii «ot 
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point A^ :0T ^ en tant qu*elTe est sur le second plan normal^ elle n€ 
pourroit couper la courbe KjfD que dans le point ji\ oà ce plaik* 

la coupe lui-même; donc la courbe G&G'^ est telle qu'aucune* 

dé ses tangentes prolongées ne rencontre Ik courbe KAD ^ donc' elle 
ne peut être une de ses développées; 

Si la courbe iCdfZ) éioit pïane , foulées ses droftes QP^ 0'P^.O'^/^^.. 
seroient perpendiculaires au plan de la courbe ». et par conséquent 
parallèles entre elles. Les drofiçSu/G', ^'G'j Jf'^G"^.... seroient toutes 
dans le plan de la courbe./ et se rencoiitreroTcnt consécutivetneitt 
dans la coig'be GG^G^..;,. dont elles seroient Jes tangentes,, et il est 
évident que cette courbé ne seroit albrs.^ autre chose que ce qu on a 
appelé jusqu'à présent la développée de la çburbé' A^I^l 



ïï. 



I 



On cCktû xjùtedês étêvéïoppées ^turié éàurie queiconquà', ptàriè où 
à double àourhuré ^ sij pat un âe ses points'^ et suivant une àiréo^ 
lion arhîtraîrè , on mène' une tangente *à ta surface dévelôpp(Ale 
qui est le lieu de ses p6les\ et si Ton plie tAremèiÙ'sùr cette surface 
le pfôlongernent de cette tangente^ c^est-à^lire ^ qUé fa courbe ggfgr ••• 
est celle que formeroit sur la ^nrùice OPP^^ O^' une droite pKée libres 
ment Mr cette surface, et dirigée an premier msfônt suivant .^g^. * 
- Pour le démonirer , ob^rvOQs^ te qui am^e 1 ohé droite ôii & 
va fil que- f on j^eUbrement s«ir une sur&cé:' Ce fil peia étref considéré 
ou comitte ' i^ant une largeur iiiflnimenr petite > c'est4i-^re , comnM 
im roban infiniment étroit , ou -eoàime n'ajrant avcuné largem*. Soit 
{fig.B^4) 019^0' deux élémens plans ou deux bèdreftv cotisé^ 
cutîvef d'une suiacecoarbe , jointe pv»la ilroite inftiitaiêttt* petite 
^P^. Sok pour le premier cas (Jig. 5 ) JBO vol mban mfintttiéiat 
étroit f «ppliqné suor'vn de ees^ étémèiis soivam une diredit^B quet 
conqaê;* û est clair que la paârtie- iSG me pçuk pi|S se rappvoèfter 
de l'élément suivant pour s'apjiliquer sur lui , sanr «laire tiné partie 
de révolution amtonir de Bb tmdé (yP^' ; et covMne «eue révôkftioa 
doit^ ae Aire libMment , ce q«i comporte que ee ruban dok y dans 
tons $eB points ^ toucber la surface ^ ftingfo PBO doii rester coiis^ 
tantj.lenibm ^prendra donic «a» poskidn iU? leHe ifM^ f^te PfBO 



stfra égal à Tangle (VEA. Dans le second cas {ftg. 4 ) , sôîi ABC 
tm fil tendu sur Faréte commune O^P^ des deux élémens de la surface : 
comme ce fil n'a aucun moÙTemeilit , il doit être cgalexûent tiré par 
les deux extrémités , et Ton pourra prendre de part et * d'autre d« 
point B des droites égales Bd , BC pour représéinter ces tensions. 
L'on pourra décomposer chacune de ces deux forces en deux autres , 
Fune parallèle' et l'autre' perpendiculaire à (yP^ , et en abaissant des 
points A eiC des perpendiculaires sur O^P^^ ces quatre forces seront 
tepréselatées par AD^ BD ^ BE et CE y pùiscpie le fil est en équi- 
libre, le point Bxiéi de nfouyément riî vers O^ ni vers P^ j on aura 
donc BD = BE ; donc on aura Fangle EBC = Fanglé ABD. De 
quelque manière donc que Fon considère la ligne que forme sur une 
surface courbe une droite pliée librement , elle doit faire des angles 
égaux de part et d'autre avec chaque arête que Fon considère sur la 
aurface. Or laligpegjgi'g^^... (/ig. a) jouit dé celte pSroprîété ; éar 
on a l'angle A'g^O' = Fangle A''g^(y = Fangle P^g'g'^ i et ce que noui 
venons de dire par rapport à Faréte CyP' , doit attssi Se dire pài^ 
npport à toute atiire arête : donc la couiiie ^g!***-* est celle que 
formeroit sur la. sarfaCci OPP'^^CV^l une droite pliée librement àvetf 
«ne direction Ag un preinier instaat* Donc , etc. 

X. 

h^ Cùurbe que firme Ime âtoUe pliée tûntmtnt sur txfie Surface 
courbe ^esi la pbts .courte entre ses extrémités que ton puisse 
mener sur cette surface^ 

Bévonsnutioir. Pot^ le démdnfrér , il suffit de; faire voir que laf 
KgAe ABC^ on fo somme de^ detdc droites AB + BC , est plus courte 
cfue la smnnie de deux autres droites quelconque^ jtM-\-SîC^ nienééisf^ 
par les deux points A et G. Pour cela soient 



AD^ai DE = bi E6 = c et EM^sd 



on aura 



* . 






(5So) 
«t par Mméqaent 

t 

âont la différcnlielle égalée à séro doime 



1 1 



(6 — x) : V^a» -t" (6 — «)« = x.V c» — «• 

» 

ce qui exprinoe que, dans le cas du mimiiu/m, Faille ^MD doii 
être égal à l'angle ÉMC , et que réciproquemeot p lorsque ces angles 
sont égaux , la somme AB + BC est un mininuan, I>onc » iktc^ 

» 

On aurmt pu démoolrer que chaque développée est la plus côurti 
entre ses extrémités que l'on puisse mener sur la surface défeloppable , 
par une considératton beaucoup plus simple i CÊtr , puisque Von 4 
partout V^nglegg^O^Fgf^', rangleg'g"0"=i ^'g^'g^', et ainsi de 
^tte , il est évident que si Ton développe la Jur&ce développaUe sttr uq 
plan, la courbe gg'g'J***- doit s'étmdre en Jiguf dr<iîte } d*ok 3 suit 
immédiatement qu'elle est la plus courte im.tre sts extrémités qid 
puisse exista sur la surface dévejoppable. Mais cette démonstratipa 
ne peut avoir lieu que pour les surfaces dévdoppables ; d*ailleurs ce 
là*est pas ik la propriété des dé^^pfMieSiqii'iliiBpwrtpte 4e amné^tfe^ 
II est bie^ plus utile • 4aAS la pratique i de aatoir, 4fA*s^ma, «ohmauc 
|a surface dévdoppable , lieu géométrique dm4lky^]^é»'4\më€mÊifhe 
quelconque à double courbure , oipi a mécaniquement une de ses 
développée^ , en mçna^t^ p^r.un poji^ dp h ^owbft^ iwi fia 4lns 
une direction quelconque tangent à pfl^t^^ifivpgivH^.é rfit. pJ|^ïM «muiM 
Fibrement Jlii fiJfw l'a suv^^ c^ y» y», fmfik^yf*^»!^ W li tddîltl» 
ment éà paragraphe JDÇ.. ; , .... yi ; ^ . \. . \ r v. îb . A . •. 

Une courbe jplane a donc une infiiMté de développées qui Sf trouvent 
toutes surla^ur^^^u c^llt^fa V 4«î ^ ppurr^W^ciSr* clé ces dé* 
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td(op|KM$ qui est danà le plan de la coorbe ; et toutes ces développëék 
soni à double coui^ure , à l'exception seulement de celle dont on 
s'est occupé }us€p]^à présent , et qui sert de base à k surfoce cyliiK 
fbîque. 

XII i. 

: Réiôijiiroquemeni: >^ une surface cylindrique à base quelconque est 
je iku. des développées d'une infinité de courbes , dont oucutie ne 
peut être à double courbure. Soit en effet (^g. 5) BB^B^^B'^^.... une 
courbe plaiie quelconque ,• et ÙO^CV^O'^.... sa développée plane ,> 
par tous les points B , 5', 5".... clc. soient men^ dans le plan de 
la courbe les rayons de développé^ PQ ,• B^O\ B^^O^L... etc. qui se' 
couperont consécutivement dans la développée OCyO^O'"... à laquelle- 
iis seront tangens* Psir les ^luls O, CX^ O^^ Cy^'... etc. soient mehcs 
perpeiMJLiculaireoient atf pjiaa de la eôUrbe ]^ droites OP^ O^P^ ^ 

&^P!^ etc. dont l'asseitabbgt ibntaera ube sur&oe cylindrique qui y 

4'aprè6 l'article pr/écédent» sem Je lica d» l'iafinâlé de développées àM 

}§tf»UfhtffB'B^'B''^.,. Ptf le point ^ » et sûiv«it u«e inclinaison 

quelconque y soit menée sur OJP la droite BP: par les points B' et P^' 

soit menée ïa dtoite B^Py prolongée jusqu'à ce qu'cUe rencontre O'/^ 

quelque part en P' : de même soit menée B^'P'^ prolongée iusqu'^ 

^et^'^Ht rendonire O^PJ^ ^ftP^ ei/ainsi de»sui«é; <^a^ ce qui revient 

fm. féèmè ^ par le point B ^ et suivant «ne diréetron quelcoilque BP \ 

§oH neaéeuiie tasgente à la surâictf e/lindrique \ et soit iîbremeni 

fÛée cette droite sur lu sefrfaee en- PP^P^P''^,,., Ton aura une de* 

alévckippéef à double courbure de. la courbe plane BB^B'^B^^'.... Celât 

|K>Bé V laf»€o*i*ie PP^P^... est Ken à h! vérité la développée d'une 

Mfimté'd'auiltes dév«le^pttiites que de B&B'*. ...m^s il est clair que 

MMe» êës 4év«lof^paiftes déîveiit être comprises dans la surface courbe 

formée parles rayons de- développées jBP, B^P^, B^^P^.i^.^et qu'on 

aura une de ces développantes en alongeant ou diminuant tous ces 

rayons d'une quantité constante Sb ^ ainsi les courbes WU'b'^^...é 

décrites par l'extrémité du rayon de développée , augmente on 

Aonaiié deiaqvtfotité ^i|v ont aussi , pour une de leurs développées f 

âa cotïAePPPHpif.,.. Or , ai dcs/poims * , b^ , «'', 6'^^... etc , on 

«fan^t des'peipeMdiciilairfs mt le ^b de la <y)mbe BB'ffV^^^*..* 
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»n aura autant de triangles rectangles Bbk^ B^b'/sf»».. Mc^ égBÊomputtt 
eux et semblables , puis<pie tons les rayons des dérdoppées soK 
également inclines à xa plan ; idonc tontes les perpendiculaires bk , 
b'k', V^kL... seront égales : donc tous les points de chaqne copribe 
bW^b^^^.... seront à égales distances du plan de la première ; donc 
ces courbes seront planes : ainsi la courbe PP^P'^P'''.,.. ne peut être 
lia déveloj^iée que de eourbes planes. Mais ce qne Fon ^ent de dire 
4,el4i courbe >RPT''P'^^.... peut s'appliquer & toute autre décrite de 
la même manière sur |a surfiice cylindrique ; donc une surface cyliur 
drique à base quelconque ne peut jétrè 1^ lieu des (développées que 
4c courJ^es pjiai^es,* 

XIV. 

r 

Tonte courbe tracée sur la surface d^une spbère , a pour iKeu de 
ses développées la surfiice d'un cône dont le sommet est au centre 
de la sphère , et dont la base dépend de la nature de la courbe ; 
4:ar tous les plans perpendiculaires aux élémens de la courbe le sont 
AUSSI à la surface sphériqui; , et passent par conséquent par le centre* 

X V. 

t 

3écîproq«enient xmt courbe quelconque , dont le lien des <|éver 
leppées est .la sui^ce d'un oôue .à base xpielconque « est sphérîque^ 
et A pqur centre le som.inet du .qône ; car , pour en trouver une 
développée , il ,est indifférent de donq^r f^le direction qu!on vondtf 
au rayon de développée , pourvu qu'il «o^t normal , ou , jcequî revient 
9Xk même , qu'^l soit tangent ,à la sur&çe conique : op ffint dpnc le 
diriger au sommft du cône autour duquel il fera uiie' infinité de 
évolutions sans s'alonger sensiblemeut ^ et le point ^éqrÀywt rasiecm 
toujours k la même distance de ce 



Ir 



Ponc me cç/ffxbejp^i n*^ ni .plme ni spbénque , a pour Ucu dé 
^es développées une sur&ce déy^ppuble » dont .deux arêtes rectilignes 
consé.cutiyes se tencoAtrimt himi qudque pvt ; mais dont trois prises 
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de suite ne se rencontrent pas dans nn même point. La suite de ces 
points d'intersection forme une courbe qu'il est fort aisé de recon- 
noitre pour ne devoir jamais être plane , parce, qu'alors la swfaœ 
dëveloppable , dont toutes les arêtes ne sont autre /chose que lei^ 
tanjgentes de cette courbe > seroit réduite à un plan. 

XVII. 

Donc, i^. lorsque le lieu des développées d'une courbe à double 
courbure aura deux arêtes consécutives parallèles entre elles , la partie 
correspondantedela courbe sera plane, et réciproquement; 2^. lorsque 
trois de ces arêtes consécutives se rencontreront dans le même point » 
la partie correspondante de la combe sera sphérique , et son • .^nire 
sera au point de rencontre des trois arêtes. 

Avant que d'aller plus loin , disons quelque chose des sur&ce0 
-développables en général. 

XV ni. 

Il suit de tout ce qui précède , que les surfaces développables sont 
toutes composées du système d'une infinité de droites prolongées à 
Tinfini , et qui , toutes prises deux à deux consécutivement , sont 
dans un même plan, H peut donc arriver ces trois cas ,. i^. qu'elles 
soient toutes parallèles entre elles , et alors la surface dcveloppable 
est cylindrique à base quelconque ; 3^. qu'elles se rencontrent toutes 
dans un même point : dans ce cas , la surface est celle d'un cône à 
base quelconque ; 3<^. enfin , que toutes ses droites se rencontrent deux 
à deux consécutivement dans une suite de points , dont le système 
forme une courbe à double courbure , à laquelle toutes ces droites 
sont tangentes- , et c'est le cas général des surfaces développables. 
Cette courbe , pour chaque surface en particulier , est singulièrement 
remarquable , et jouit en général des propriétés suivantes : 

1^. Cette courbe suffit pour déterminer la sur&ce développable à 
laquelle elle appartient , puisque cette surface n'est autre chose que 
le lieu géométrique de ses tangentes. 

a<». Elle est la limite delà surface développable, puisqu'aucune des 
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droites dont est composée la surface ne peut passer du côté vers lequoT 
cette courbe est concave. Ceci s'entendra mieux par un exemple. Que 
Ton conçoive que toutes les tangentes possibles de Théllce d une vis 
soient prolongées à l'infinî , et forment , par leur système , une surface 
développable , cette surface aura un nombre infini de nappes , et 
chacune de ces nappes sera d'une étendue infinie , comme les droites 
dont elle est composée 3 mais aucune d'elles n'entrera dans le cylindre 
sur la surface duquel est tracée l'hélice : elle viendront donc toutes se* 
terminer à cette courbe , qui sera par conséquent leur limite. 

Z^. Cette courbe est , pour la surface développable , ce qu'un point 
de rebroussement est pour une courbe ordinaire : car les tangentes 
d'une courbe peuvent également être prolongées dans les deux sens , 
çfa&ÈÀne par rapport à son point de contact ; or leurs prolongemeos 
dans un sens forment une nappe* particulière i leurs prolongement 
dans l'autre sens forment une nappe distincte de la premiore , tant 
que la courbe n'est pas .plane, et néanmoins ces deux- nappes passent 
à la fois par la courbe qui est leur limite commune. Cette courbe est 
donc , à proprement parler , V arête de rebroussement de la surface* 
développable. C'est aussi le nom que je lui donnerai. J'appellerai donc 
désormais arête de rebroussement d'une surface développable , Ta courbe 
touchée par toutes les droites dont cette surface est composée , ou , 
pour parler plus rigoureusement^la courbe constamment touchée 
par la droite qui , en se mouvant, engendre la surface. 

U ne s'agit plus actuellement que d'appliquer l'analyse à tout ce qiii' 
précède.; 

XIJL 

Etant données lès équations dune courbe à double courbure^- 
rapportées à trois plans rectangulaires , trouver celle du plan 
normal mené par un point déterminé de la courbe ? 

SoLTTTioif. Le plan normal étant perpendiculaire à' la tangente de 
la courbe au point où elle est coupée par ce plan , il suit du pre-^ 
mier problème qu'on aura facilement l'équation demandée , lorsqu'on 
aura celles des projections de cette tangente ; or ces projections^ sont^ 
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«eUes-m^meç h s tangentes aux projections de la courbe dans des points^ 
qui correspondent à la même abscisse : la question est donc réduite 
a trouver les équations des tangentes des projections . Soient 

y =s ^x et % = 4^ 

les équations des projections de la courbe, ^ et 4 indiquant des 
fonctions quelconques : soit de plus ^ l'abscisse du point déterminé 
de la courbe par lequel on doit mener le plan normal , et par con- 
séquent ^ et 4^' les autres coordonnées de ce point ;^ cela posé , 
cherchons d'abord l'équation de la tangente à la projection sur W 
jilan des or. etj^*. 

Celte équation doit généralement être de cette forme 

A étant la tangente de l'angle que fait cette droite avec Taxe des x ; 
or cet angle est le même que celui que fait avec le même fae l'élé- 
ment de la projection qui correspond aux coordonnées a/ et ^a^ ; 
donc on aura 

« « < * « 

La tangente devant de plus passer par cet élément , il faut que la 
constante B soit telle qu'en faisant or = xf'on ait^ ;= 40^^ l'éqciatioa 
de la tangente à la projection sur le plan des ^ et^ sera donc .• 

y — ^a/ = (jc — a/) y^/^ 

Par un semblable raisonnement , on trouvera que Féquation de la 
tangente à la projection sur le plan des xtlz ^ pour la même abscisse 
du point de contact , esjt 

«— 4^:^ îs= (» — «') 4'a/. 

_ _ * 

Ces deux équations sont celles de» projections de k tangente de 
la courbe à double courbure^ et l'équation demandée du plan normal 
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XX, 



Etant données Tes équations et une courbe à double courbure rapportée 
à trois plans rectangulaires , trouver celle dt la surface développàblt 
qui est le lieii géométrique de toutes ses développées ? 

Solution «. Soient comme précédemment 

yzTL^x et ;» = 4^> 

les équations de la courbe proposée , de manière que ceUe du praiy 
normal mené par le point de la couil>e qui correspond i Tabscisse ^^ 
soit , en vertu du problème précédent 

Si Ton jirend encore sur la courbe un point infiniment Toisfn du 
preihrer, et correspondant à l'abscisse atJ -^docf^ Téquation du plan^ 
normal mené par ce nouveau point se trouvera en mettant ^ dans la^ 
précédente , acf + dx' à la place» de x?, et slpra 

0i$i)iifàs.l£'s deux éqiiation9{.^ et (a) obl fait^es^a?, ^ elz de Tune 
égales M^ciipemekiit aux et ^ y et s de Tautrd , ces deux équations 
seront celles de la droite d'intersection des deux plans infiniment 
voisins : ou bien retranchant {Jl) de (a) , négligeant les infiniment 
j:^tUs du. second ordre , et divisant par /:7a: : pn aura pour cette droite 
d^intei^seclibn les âeux éâuatibns suivante^ 
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4^4 cetiBitaLtàrsMtmBise tooQve totite eul^èire sur la surftiice des dé- 
Mlûfi|iëes v^ el. fenfermci - tous lisjs pdles' de MénHînt d» la cootic 
compris entre les limites x' et ar' + doJ j donc , pour avoir etitrt 
ç!i y /• €t ^ une relation- qui oo^Viezine à tous les pdîfar-de la courbe , 
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indépendamment de Tabscisse acfy on n'aura qu'à éliminer j^ des denx . 

équations {A) et {B) , et l'équation qui résultera sera celle de la surface 

demandée. 

XXI. 

Ob peut déduire immédiatement l'équation ÇB) de l'équÉtion {jf) » 
en reiHarquant .qu'elle est la différentielle de celle-ci prise en regardant 
x' comme seule variable. Donc , pour trouver l'équation de la surface 
développable , qui est le lieu géométrique des développées d'une courbe 
à double courbure , il faut d'abord chercher l'équation du plan normal 
à la courbe ^ qui sera nécessairement de cette fbrme ! 

-rrfz + Z[^+ Ca: + D = o, 

et dans laquelle les constantes A j BjCj D sont des fonctions côhnue^ 
dé l'abscisse a:', correspondantes au point de la courbé ^par lequel 
passe le plan normal ; diflTcrentîer ensuite cette équation eb ne fali'sant 
varier que a:', .ce qui donnera une secondé équation qui servira à 
éliminer a/ de celle du plan , et Féquation en x^j-etz qu'onobtiendra^, 
sera celle de la* surface demandée. * 



' ; 
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Etant données les équations dune courbe à double courbure , trouver 
celle de /'arête de rebroussemeut de la surface dét^eloppable qui 
est le lieu géométrique de ses développées ? 

Solution. Les deux équations du proUéme précédenL étant celles 
de l'intersection des . deux plans perpei^dieujaires à la courbe , menés 
par les point» qui coirrespondelit aux .abscnies 2:^1 et a:^rf*dk', et 
par conséquem 'celles d'une des droites qui composent la surface des^ 
développées ; si l'on supposé quA.dans ces deux équatipns x'^ devienne 
op' -r|-Jx', e» quetc'f+A^:/ devienne jo^ •+- 2djs{^ ce (fui donnera. 



z— 4(a:/+ £i2:0]4'(^'+ ^0+[>— <^(^'+ dx^^^Xx'-^ dx^) 
+x— (x'^ d3c!)^(y : . : (i^ 

H-o: — (a^+iW =0'. . '. :. . .... (è> 
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«s doux ëquatioBS seront celles d une droite qui se trouve encore 
sur la surface des développées , infiniment près de la première; et si , 
dans les quatre équations (A) , {B) , (a) et {h) , on fait les a: , ^ , % 
de chacune d'elles égales aux oc ^ y ^ as de toutes les autres , ces quatre 
équations seront celles de l'intersection de ces deux droites infiniment 
proches^ Ou Jûen , remarquant que les équations {B) ei (a) se com- 
portent l'une l'autre , et retranchant ensuite (a) de (&) , on aura po«r 
k point d'intersection 4es deux droites xx»isécutiTes , les troi^ équations 

; , (s |.JC04V+C?'""*^*'*'"+"* ^,3:^=0 {A) 



Qr-, .ce point d'intersection appartient à l'aFéte de rcbjrottsseiiient ; ii 
•e trouve en màme teins sur Jcs .trois ]4an8 perpendiculaires à U 
courbe proposée « jBit^i!^ par les points de cette courbe qui corresT 
pondent aux abscisses af^ qcf -4* àxf^ ci/ -|- a dxf '^ sa position dépend 
donc de l'absqisse af. Donc » si l'on veut ayoir les équations qui 
conviennent à la suite des points ainsi déterminés « indép^idammenlt 
4e l'abscisse 9[f^ on n'aura qu'à éliminer aJ des trob équations {A) , 
{B) et (C) , et les deux équations ea « » ^ et z qu'on obxiendra^ seront 

tdles de l'^réte de rebroussement demandée. 

» 

XXIIL 

On peut déduire immédiatement l'équation {C) de Téquation (ff) , 
eu observant qu'elle est la différentielle de celle-ci prise en regardant 
sf comme seule variable , et par conséqujent la.diffii^rentielle seconde 
de (^ prise de la même manière. Donc, pour trouver les équations 
de l'arête de rebroossement de la surface développad>le , lieu géomé- 
trique des développées d'une courbe à double courbure , il fiiut 
d'abord chercheif l'équation du plui normal a la courbe , qui sera 
de cette forme 
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.*/z+.Br+c«4-z) = o, 



dt B i c ^ "D étant pooi* dia<(tt« pUiB Bonoal des constantes,^ 
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fencuoos ccmiiQds de Tabscisse dctermioée oJ , qui correspond auf 
point de la courbe par lequel passe le plan normal \ différentier ensuite 
deux fois cette éqnation en regardant œ! comme seule variole , et 
doc^ comme constant , ce qui pi^duira deux nouvelles équations ; 
éliminer enfin de ces deux équations et de celle du plan , Findéter* 
minée x' ; les deux équations en x , ^ et js qui resteront y seront celles 
de l'arête de rebroussemeat demandée. 

î X I V. 

ai , des trois équations [A) , {B) et (C) , on tire les valeurs dûs^ 
li^is variables x , j* et is , on trouvera 

1+ S^^a/C^/arNK jZ-f-^x.^* j/)) 









Ces valemrs sont celles des coordonnées du point dans lequel se 
rencontrent les deux droites consécutives prises sur la surface déve- 
ïoppable » ou les trois plans consécutifs perpendiculaires à la courbe •* 
et menés par les éîémens qui correspondent aux abscisses x', ocfA^àocf 
etx^4~^^'- C^ point est à égales distances de ces trois élémens; 
car en tant qu il se trouve dans l'i&tersection des deux premiers plans , 
H est à égales distances de£ deux premiers élémens , et en tant qu^ 
se trouve dans l'intersection du second et troisième plan , if est égale- 
Aient éloigné des second et troisième élémens ; donc les valeurs de 
X , ^ et z , que nous venons de trouver , sont cdles des coordonnéeif 
d'un point également éloigné des trois élémens consécutifs de la courbe , 
pris dans la partie de cette courbe qui correspond à Fabscisse' xf ; 
or ces valeurs seront toujours réelles , tant que la branche de la pro-^ 
posée ne sera pas imaginaire , c'est-à-dire , tant que y^ et z^ ou ^x^ 
et -ifxf seront réelles ^ donc , dans toute courbe à double courbture- ^ 
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trois élémens consécutifs sont toujours à égales distanees d'un certain 
points et peuvent par conséquent être regardés comme placés sur 
la surface d'une même sphère dont ce poiM est le centre. La suite 
de tous ces centres formé Faréie de r^broussement de la sur&ce des 
développées de cette courbe j donc cette arête est le lieu géométrique 
des centres de courbure sphérique de la courbe , sans être une de ses 
développées , puisqu'aucune de ses tangentes ne rencontre la proposée , 
et qu elles sont toutes sur la surface développable. 

XXV. 

Etant données les équations d'une courbe à double courbure queU 
conque, trouver celles de telles de ses déi^eloppées qu'on voudra? 

Solution. Toutes les développées \ d*une cour)>e étant sur une 
même surface développable , Téquation d^ <;ette surface est commune 
à toutes les développées : or , nous avons donne (XXU) la manière 
de trouver cette équation , et nous avons vu qu'elle étoit le résultat 
de réiimination de la quantité oc' des deux équations (A) et (5)j il 
ne reste donc plus qu'à trouver pour chaque dcvdoppée une équation 
particulière qui la distingue dé toutes les autres , 'et qui détermine sa 
manière d'exister sur la surface développable. Pour cela , considérons 
que chaque développée doit être telle que le prolongement de sa 
tangente en un point quelconque coupe la développante dans le point 
dont les coordonnées sont x', ^ac' et 4'^i ou, ce qui revient au même, 
que le prolongement de la tangente de sa projection passe par la 
projection du point de la développante dont les coordonnées sont 
a:', ^ et 4x'. On aura donc , par rapport à la projection sur le 
plan des et/, 

^ = ^ — ^^ . . . (f>) 

dj jr — ^^ 

Si des trois é({U9tioiis 

(a — 4a:')4'a:' + (j— >a:')<>'a:'+a;— «' = 0. •^- •. • • - • • (^ 

(» — 4x') dj =.(jr^<ta^')dz . • • (^) 
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en élimine Findctermince ocf^ les deux équations qu'on obtiendra eu 
œ^ yetZy et dont l'une sera aux différences premières , seront les 
4leux équations demandées. 

XXVI. 

Au lieu d'emploj-er , comme nous ayons fait , les projections sur 
)e plan des y et is» on peut se servir de la projection sur Fun quel- 
conque des deux autres plans , et à la place de l'éqiuition (Z7) on 
aura y dans le cas du plan des x et ^ 

(^ — (fa:/) dr = (j? — a::') ^ t 

•et dans le cas du plan des a: et s 

(;5 _4ay) dr = (a: — - a:') &. 

De ces trois équations différentielles àxsoa^ quelconques comportent 
généralement la troisième ; mais si y comme dans le cas dont il s'agit > 
on suppose que les deux équations {A) et (i?) aient lieu en mémo 
lems qu'elles , alon de ces trois équations différentielles une quel- 
conque comporte les deux autres, et il suffit d'emplo/er ceUe qui 
préseniera moins de difficulté dans l'intégration. 

.' ' ' ' ■ 

XX VIL 

« 

L'intégration de l'équation différentielle introduira dans le calcul 
une constante arbitraire qui y par les différentes valeurs dont elle sera 
susceptible , pourra appartenir à telle développée qu'on voudra , et 
dont la détermination dépendra de la condition à laquelle la déve- 
loppée devra satisfaire. Par exemple , s'il s*agit de -déterminer la 
constante de manière que la dévdoppée passe par un certain peint 
donné sxu* la surface développable , et dont les coordonnées , dans 
les sens des x , des y , et des % , soient respectivement a y h et e , 
on substituera dans les deux équations de la développée , après l'in- 
tégration y à la place des quantités x , ^ et is, les valeurs correspon- 
dantes a ^h y c } on éliminera de ces deux équations celle des trois 
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coordonnées a^b^Cy qui sera perpendiculaire à la projection dont 
en aura fait usage ^ et il faudra que la constante satisfasse à Téquaiioa 
résultante. 

XXVIII. 

J'ai donc démontré qu!une courbe quelconque , plane ou à double 
courbure, à une^infînite de développées , toutes à doublé courbure ^ 
a l'exception d'une seule pour ohaqve cauière plane 9 et j'ai donné la 
maniëve de trouver les équations de toutes cts développées ^ d'après 
celles de la développante ,. ce que je m^^étois d'abord propo£ié dans 
ce Mémoire ; ainsi il. n'y a point de courbe que l'on ne puisse en- 
gendrer par le développement d'une infinité d'autres. Mais comme 
il est difiicile dans la pratique , après avoir plié un fil sur une déve— 
loppée , particuli^ement si elle esta double courbure, de le développer 
de manière qu'à cbaq^e instant du mouvement.^ il soit bien exacte-*- 
ment confondu avec la tangente de la développée , Iprsqu'on voudra 
constriâre par développement ulie cfourbe à dmtbie conrhure BBfB^^B^^'. . . 
^fig. 6 ) , on i)Ourra , par un m&mé point donné B de cette courbe ,, 
mener deux flh BQy BP^^ tangens à la surface développable , les plier 
ensuite librement sur cette sur&ce , l'un en OO^ty^O^^L.,. l'autre -en- 
pp^pffpué . ces fils , dans leur développement , se contrebalanceront 
et empêcheront que leur ^int de réunion cesse d'être dans la déve-r 
loppante ; ou bien » pour £ûre usage des formules précédentes , on 
donnera à l'indéterminée a ou 6' deux valeurs ditiérentes , ce qui 

prodm'ra deux développées distinctes OO'O^O^^^.,.. ti PP'P'^Pf^' 

fui jouiront de it. même propriétés 

■ 1 > 

Il suit de là qtt'il sefoit^ facile- de fair^; qsciller un pendule, dana 
une courbe à doubla courbure quelconque, si cela étoit nécessaire , 
en suppo;sant que cette courbe tournât sa cont^^ité du coté du centre. 
4esfori;e$q,ui agiroient sur Je pendule. ' 
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'Du rafon de courbure et des diffirens genres d^ inflexions d(^ 

courbes à double coiirbure. 

On appelle point dinflexion ^ dans une courbe plane , le point 
où celte ligne , après avoir été concave dans un sens , cesse de l'élre 
pour devenir concaye dans l'antre sens; Il est évident que, dans ce 
point , la courbe perd sa cqudbnre , et qve les deux éléme^a consé- 
cutifs sont en ligne droite. -Mais une courbe à. doublé courbura peut 
perdre chacune de ses courbures en particulier, ou les pwdre toutes 
deux dans le même point ^ c'est-à-dire , qu'il peut arriver ou que trois 
élémens consécutifs d'une même courbe à double courbure se trouvent 
dans tm même plan , ou que deux de ces élémens soient en ligne 
droite. U suit de là que les courbes à double courbure- peuvent avoir 
deux espèces d'inflexions \ la première a lieu lorsque la courbe devient 
plane , et nous l'appellerons simple inflexion ; la seconde , que nous 
appellerons double inflexion , a lieu lorsque la courbe devient droite 
dans un de ses points* 

- XXXI. 

« 

Trouver la fl>rmule qui donne les points de simple inflexion des 

courbes à double courbure. 

SoLUTioir, Nous avons vu (XVI!) que lorsqu'une conrbe à dotibîe 
courbure a un point de simple inflexion , un , ce qui revient au même , 
que lorsqu'elle devient plane , la partie correspondante de la surface 
développable , qui est le lieu de ses développées , devient cylindrique r 
et que par conséquent les deux arêtes consécutives de cette partie 
de la surface sont parallèles. Il suit donc de là que le point de 
rencontre de ces deux arêtes est infiniment éloigné ^ ou les coordonnées 
de ces points sont infinies. Or nous avons donné (XXIV) les valeurs 
générales de ces coordonnées , qui sont toutes trois rendues infinies 
. en égalant à :péro le dénominateur commun : donc la formule , pour 
trouver les points de simple inflexion , est 
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ea 

ddzéby — ddyd^z = o ; 

< 

et la valeur de a: , tirée de Tune ou de l'autre de ces deux formules v 
sera celle de l'abscisse qui convient au point demande. 

X X X I L 

On auroit pu trouver cette formule par un raisonnement beaucoup 
plus simple. En effet , puisque dans le point de simple inflexion la 
courbe à double courbure devient plane , il faut que dans ce point 
les équations de la courbe satisfiassent à l'équation générale du plani: 
or cette équation générale est 

z = ojc + 5;^ + c. 

Si donc on- dîfférentie trois fois cette équation à cause des trois» 
constantes , ce qui donne 

dz = adac^ bdjr 

ddz =: bddj- 

diz = bd^j 

et qu'on élimine a et & de ces trois équations , on trouvera 

ddjr^z -« ddzdljr = p , 

équation de condition qui doit être satisfaite pour que ces trois élé^ 
mens consécutifi d'une courbe à double courbure soient dans un 
même plan ^ et qui est la même que celle que nous venons de dozmer.' 
dans le problème précédent.. 

XXX II r. 

Troui^er P expression du rajon de courbure d'une courbe à double' 

courbure quelconque. 

Solution. Dans tout ce qui précède , nous avons bien distingué" 
les rayons de développées d'une courbe à double courbure de sonr 
rayon de courbure. lious avons vu que daxis chaque point ime courbe:* 
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quelconque a nnc infinitë de rayons de développées , parce qu'elle* 
a une infinité de développées différentes ; mais que dans chaque point 
elle n'avoil qu un rayon de courbure „ et qu'on trouvoit ce rayon en 
abaissant une perpendiculaire du point de la courbe sur l'intersection 
du plan normal avec le plan normal infiniment voisin. 

Or nous avons donné ( I*^. partie ) l'expression de la perpendicu- 
laire abaissée d'un point donné sur une droite donc on conaolt les 
équations de projections ; de plus , nous avons trouvé ( XXII ) pour 
équations de l'intersection du plan normal avec celui qui le suit 
immédiatement 

(z — 4a:') 4"a/ + (^ — <fx') y'x'— . [t + (Var')» + (4'a:')»] =a O' 

d'où Ton tire les trois équations sauvantes , <pii sont celles des trois 
projections de cette droite 

^^"x'+a4"x'— [i +(yaJ)»+(4'a:')*+4*'4"^H-<P^V'^] =-<»' 

— cc4"a:'+X4'«'<>"«'— V«'4"jc')— 4'at' [i +<yx')»4-(4'a/)»] 

+ a;'4"a:' —<fx' (^'aJ<t"x' — (f'x'^'lx') = O' 

— ;!(4'x'<f"x'— <p'a:'4"a:') — a:^"jcf—^'a/{.i +(^0:)» 4-(4'a:')»] 

+ x'^"«' — 4x'(4'x'V'«' — <>'x'4"a^) = o^ 

Si l'on compare actuellement ces trois' éc[uations avec celle de la droite- 
donnée dans la I'*. partie , on trouvera pour expression du rayon de' 
courbure d'une courbe k double courbure quelconque 



[i + W^y H- (4^^0*3 






\/i<p"x'y -H (4"a:0*4- (4'x'^''x'— Vx'4''a:0* 



X X X I v: 



Nous avons aussi donné (I'^. partie) les expressions des coordçninées 
du pied de la perpendiculaire abaissée d'un point sur une droite ; 
si l'on substitue encore dans ces formules les valeurs ci - dessus ^ 
on trouvera pour coordonnées du centre de courbure d'une courbe^ 
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quelconque 'daus le sens des x 

dans le sens des^ 

<pa>i-|_i-t-^<f x; -f-(^4^; J (y.j,)x^_(4//a,).+(4/a:y'a:-f-Vx4"a:)' 
et dans le sens des z 

De manière qu'à Faide de toutes ces formules , on peut non-seulemenl 
connoltre la courbure d'un point quelconque d'une courbe à double 
coui*bure , mais encore assigner . le sens de sa courbure , puisqu'on 
peut connoltre dans l'espace la position de son centre de courbure. 

XXXV, 

Trouver la formule qui dorme les points de double annexion des 

courbes À doubla cûurbur^ ' 

■ 

SoLT^TioN. U suit de la définition que nous avons donnée (XXX) 
de la double inflexion , que toutes les fois qu elle ,aura lieu « le rayon 
de courbure sera = 00 ou = o , c'est-à-dire , qu'on aura 

(^''jc)« + (4/':rr)» + (^^x^pf^a: — <^'a:4'.^:r)* = o QU = 00 . 

Le premier membre de cette équation étant la somme de trois 
carrés , on doit avoir 

^'^ac = ou 00 ; 4''^ = ou 00 ; 4'^*'''^ •"• <>'«2c4''^ = o ou to , 

La troisième équation étant une suite des deux premières , la for- 
mule pour trouver les points de double inflexion sera 

4>"a: = ou to ; 4^'*^ = o ou «o j 
ou bien 

d*jr s= o ou 00 ; d*z = o ou 00 . 

U est inutile de remarquer que la même formule donne aussi les 
points de rebroussement. 



ADDITION. 



De l'intégration des équations aux différences partielles 
du premier ordre entre trois. variables. 



Xj'nvTÉGRATiON d'une équation quelconque aux différence partielles 
du premier ordre à trois variables ne dépend que de celle d'une 
^ule équation aux différences ordinaires à deux variables , et dan»* 
laquelle la différentielle d'une des variables est regardée comme cons* 
tante. Le procédé consiste à rechercher d'abord les équations aux. 
dinrérences ordinaires de la caractéristique de la surface , et à intégrer 
ensuite ces équations ^ ce qui divise naturellement l'objet dont nous* 
tious occupons en deux parties distinctes. 

PREMIÈRE PARTIE. 

Recherche des équations aux différences ordinaires de la 

caractéristique. 

Pour mettre plus de clarté dans la recherche des équations de la: 
caractéristique , je vab Tentrepreadre par les seules considérations 
géométriques; mais ce que j'ai dit jusques ici sur la caractéristique 
( parag. 8, pag. 47 ) 9 n'est pas complet , et je vais reprendre les cho$es 
de plus haut. 

r 

Concevons une surfkce courbe quelconque donnée , dont la cons- 
truciion dépende de deux paramétrés * , i8 , et dont Téquation soit 
représentée par ' * * »- - 

supposons de plus que les deux paramètres ne soient pas indépendans 
l'un de l'autre , mais qu'il y ait entre eux une ' relation déterminée ,, 









( 568') 

exprimée par fi == ^a , <> éunt une certaine fonction donnée , en 
sorte que « soit le paramètre principal -, l'iêquaûon de la surface sera 

cela posé , suivant que l'on donnera au paramètre « des valeurs 
différentes , l'équation appartiendra à .des surfaces différentes dans 
chacune desquelles les quantités a , ^x ^ qui seront toutes deux coav 
tantes, auront des valeurs différentes. Si donc, on suppose que le 
paramètre « prenne successivement toutes les valeurs possibles , depiûs 
•— « jusqu'à -4* 3D ^ la surface se mouvra en chaz^eant de forme ; 
elle passera successivement par toutes les formes ei toutes les posi- 
tions dont elle est susceptible , et elle parcourra un certain espace. 
Enfin , si l'on suppose que toutes ces surfaces existent ensemble ^ et 
qu'une autre surface les envcdoppe toutes ; cette dernière surface , 
jusqu'à laquelle chacune des premières s'étend, au-delà de laquelle 
aucune d'elles ne se porte , et qui est par conséquent leur limite , 
^st aussi la limke de l'espace parcouru par la premtère , regardée 
comme mobile et variable de forme en vertu de la variation du pa- 
ramètre «. 

C'est cette dernière surface à laquelle , en la comparant à la sur- 
face mobile , j'ai donné le nom dienveloppe ; tandis que j'ai donnée 
eelui àieiwdoppée à la surface mobile^ 

IL 

H est évident que Tenveloppe touche chacune des enveloppées 
dans une courbe qui se trouve en même tems et sur l'enveloppe et 
«ur l'enveloppée ; c'est cette courbe de contact à laquelle j'ai donné 
Je nom de ct^ractéiistûfue de llenyeloppe. Or , il n'y a sur Fenveloppe 
aucun point dans^equel cette surface ne touche une certaine env^ 
loppée pour laquelle le paramètre constant « a une .çe;'iaine yaleur 
^iéterminée. Donc, il n'y a sur Tenveloppc aucun point par lequel 
ne passe une certaine caractéristique , pour laquelle le paramètre a a 
la ijriéme .valeur que. pour l'enveloppée sur laquelle cette dourbe se 
trouvé , c'est-à-dire , pour laquèilé les. quantités « , <}« sont toutes 
fleux constantes* 






'i^« 
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L'enveloppe, peut done^étre rtgardée cooime le liea do iMRes lès 
caractéFi8tî<|iies qui correspondeat aux difféventes yaletirs de m ^jibt 
par conséquem comme engendrée par Je mouvemeni de la >casac- 
térisiif ne » considérée copime mobile et variable de forme ea venu 
de la yariatio;! du paramètre «. Nous verrons plus loin (XI) p wr^noi 
de toutes les génératrices possibles de Tenveloppe , celle-ci m'a paru 
devoir être distinguée par un nom particulier* 

III. 

Si Ton considère deux enveloppées consécutives pour Tune desquelles 
le paramètre « ait une certaine valeur déterminée qui , dans l'autre^ 
sera « -f- ^« » ces deux surfeces se couperont dans une certaine 
courbe qui sera aussi une ligne de contact entre eUes deux , tt 
qui HC différera pas de celle dans laquelle la première des deux en*- 
veloppécs toncbe Tenveloppe; cette courbe sera donc la cacaçtéris- 
tique qui correspond à la première des deux enreloppées. Or, les 
équations de ces deux enveloppées consécutives sont 






> j"» «> *» ^«0 = o» 



(a?,7,«, * + ^«> <|>4«H-if<^«) = o; 



ou » représentant la première par 
la seconde est 



a(Ï)=»- 



ces deux équations sont celles de la caractéristique; et parée 
s doivent avoir lieu en même tems pour cette courbe » la pfe- 
rédoii la seconde, et elles devienenem 



=: o 




= o, 
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dans lesquelles la valeur de « détermiae la forme et la position de 

^ * chacune des caractéristiques : doùc enfin » Tenveloppe qui -est le lieu 

général de toutes les caractéristiques aura pour équation intégrale le 

résultat de l'éliminatioii de l'indéterminée « -entre les deux équations 

précédentes. 

IV. 

On voit que , si la forme de la fonction ^ est donnée , et par 
conséquent celle de sa dérivée V^ Tclimination de a sera toujours 
possible 9 et que l'équation de l'enveloppe sera entièrement délivrée 
du paramètre variable *; mais elltî contiendra toujours des traces de 
la fonction ^ et de sa • dérivée ^ ; ainsi , pour chaque forme différente 
que l'on pourra donner à la fonction <p^ on aura une enveloppe 
dififérente. Si donc on veut que l'équation appartienne à toutes les 
enveloppes possibles qui peuvent être produites par les divers mou- 
vemens que Ton pourroit adonner à l'enveloppe mobile , il faut 
regarder la forme de la fonction ^ comme arbitraire; mais alors 
l'élimination du paramètre « n'est plus praticable, ou du moins elle 
ne peut s'effectuer que dans des cas particuliers , et l'équation de l'en- 
veloppe ne peut plus en général être exprimée que par le système 
des deux équations 




entre lesquelles il faut éliminer l'indéterminée «, et dans lesquelles la 

fonction <p est arbitraire. 

V. 

lîéanmoins , l'enveloppe peut être exprimée par une équation unique 
aux différences partielles ; en effet, ^^ deux équation;^ précédent^es^ 
la seconde énonce que la dificrentielle de la première, prise en re- 
gardant « comme seule vai*iable , est égale à zéro; on peut donc 
différentier la première en regardant « comme constante. Mais celte 

équation /*= o appartient à une surface combe pom' laquelle deux 
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tariables» par exemple x^jr^ sont indépendantes^ ainsi que lents 
différentielles dx , ^ / il fant done que les deux différentielles de 
cette équation , prises en regai'dant. d'abord a?; puisj^ eoxnme seules 

variables» aient lieu chacune en partieujier; la première sera en 

« 

la seconde sera en * . 

y, ar, y^ z^ *, <p«. 

Donc , entre ces deux équations et r^=r o , on pourra éliminer les 

deux quantités a 4 ^« , et on aura une équation aux différences par- 
tielles du premier ordre 

Or, i^. en éliminant «e on transporte à Tenveloppe ce qui n'étoit 
dit d'abord que de Tenveloppée; :2^. en éliminant ^«^ on transporte 
à toutes les enveloppes possibles ce qui n'étoit dit d'abord que de 
l'enveloppée déterminée par la forme supposée à la fonction ^. 
^ Donc , l'équation s^ux différences partielles du premier ordre 

F{p,q,œ,jr,z)z=zOy 

ifypanient à toutes les enveloppes possibles qui peuvent être produites 
d'un^ manière quelconque par le mouvement de la même enveloppée 
mobile. 

VI. 

On sait que , deux courbes quelconques étant données dans l'espace, 
si l'on approche d'elles un plan qui Içs touche toutes deux , ce qui 
ne déterminera pas sa position , et si l'on suppose que ce pian roule 
de manière qu'il ne cesse pas de toucher les deux courbes dans son 
mouvement qui, par là^ sera déterminé, il parcourra un espace dont 
l'enveloppe est une surface développable qui passe par les deux courbes* 

Cela posé, concevons deux caractéristiques consécutives dont la 
première corresponde à une valeur déterminée de « , et supposons 
qu'un plan roule sans cesser de les toucher toutes deux ^ le mou* 
Tement de ce plan déterminera une surface développable qui passera 



1 



( Si») 
|nr lls.éfux «aractémtjiipMa CMS<ralîye», «àciûaM^pi» eoii$4i{fMM 
taogcBie à FeMreèoppe. Dms FéquaÉÎDB de cette anrfaee dèfaelfpahlc^ 
« flRiM k» méoiY Takur déttmunée <pr pour la caractéBMiq«e dans 
laquelle. e0e touche l'enveloppe; tt les qn a f in fa «t^ ^« seronl umies 
deux constantes. 

Actuellement , si » sur la seconde caractéristique ^ la troisième , -. 
on fait la même opération que nous venons de faire sur la pre- 
mière et la seconde , on aura une seconde suiface développable qui 
passera de même par la seconde caractéristique et ^a troisième, qui 
touchera de même l'enveloppe , et dont Toquation ne différera de 
celle de la première que parce que la quantité m sera devenue m^^da-^ 
et il est évident que ces deux surfieices développables consécutives se 
couperont dans la seconde caractéristique qui leur est commune. 

Si donc on continue de faire passer ainsi des surfaces dévelaj^pables 
par toutes les caractéristiques prises deux à deux consécutivement , 
on aura une suite de surfaces développables tangentes à l'enveloppe ^ 
et dont deux quelconques consécutives se couperont dans une des* 
caractéristiques : donc , si l'on suppose que la surface développaUe 
se meuve dans l'espace , en vertu de la variation du paramètre « 
que contient son équatioa r die pascourra um espace dont l'enve- 
loppe sera la même que celle que nous avons considérée jusques ici. 
Cette surface déveCoppeUe peut donc être regairêêe cmmme une 
enveloppée nouvelle , mobile en v^tu de h- variation du même 
paramètre « , et à laquelle appartient la même enveloppe» 

VII. 

Ce que nous venons de dice de la surface développable dont 
lëquation générale aux diflerences partielles rt — j* =o , est* du second 
ordre, peut se dire aussi de toute autre surface dont I équation aux 
difTérenCGS partielles est aussi du second ordi'e : nous n'en rappoi^rons 
qu'un seul exemple. 

Concevons qu'une sphère de rayon constant roule en touchant; 
toujours la première caractéristique et la seconde; elle parcourra iu^ 
espace dont l'enveloppe sera la surface d'un tuyau à aection dr 

0' 
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de t9kjw^ coBStant; et ceué swifeca, 4mis f éftàtlour 'd« faifueBe 1» 
paramètre « aura la valeur déterminée qui convient à la première 
caractéristique » passera par les deux caractéristiques consécutives et 
sera tangente à Fenveloppe primitive. 

Si Ton fait la même opération sur la seconde caractéristique et la 
troisième , on aura la surface 4'un second tuyau à section circulaire 
de même rayon , qui jfessera pap la seconde caractéristique et la 
troisième , qui touchera de même l'enveloppe primitive y et dont 
l'équation ne difiérera de celle de la première que parce que le 
paramètre « aura pris la valeur a^^àa. Les surfaces de ces deux 
tuyaux xonsécatiiis so couperont dans la seconde c»act6ristiqiije qui' 
leur est commune. 

Si dottc on continue de fhii^ passer ainsi d«5 supfiiee» de tuyaux 
circulaires par toutes les caractéristiques considérées demc à deux 
consécutivement, onaura une mite de> snrhces tangeiMies à Fen- 
velopipe primitive, et quîi, considiévées eUos-méme» deux à deux 
ODnsécMivcmeiit , se c€Miperoiii successivement^ dlias- «ontes l«s earac^ 
térisM|W9. i)o«iG„ si Von cuttiçoit qu^- )iab 9urlae& du luya«', <ftH» 
l'équation de laquelle entre le para^iètre «, se meuve dans l'espace 
en vertu de la variation de ce paramètre , elle parcourra un espace 
qui aosa Jb mteae «nv«laji|Me^. 

Y m. 

Il suit de là qu'une sur&ce » considérée comme enveloppe , n'a 
pas d'envelo{^ée. nécessaire; c est- à- dire , qu'dk est Fenveloppe 
commune d'un nomjire infini d'espaces différens parcourus ^par des 
enveloppées dificreates ,.. mobile chacune en verim de la variation du 
même paramètre « qjui se trouve^ ainsi que'^a, dan& l'équatioa^e 
l'enveloppée. 0£,noi«5 avons vu (IV) que Téquation intégrale d'une 
surface considérée comme enveloppe, est en général le résultat de, 
l'élimination de « entre l'équation, de l'enveloppée mobile 



ji^yT^ ^**> <pct) = o, 



et sa difierentielle prise en regardant « comme seule variable; nous 
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Tenons de voir d'ailleurs que la fonction jT est susceptible dun 

nombre infini de formes différentes , dépendantes de la nature de 
l'enveloppée mobile ; donc , lorsque Féquation intégrale d'une enve- 
loppe est présentée comme le résultat de l'élimination de c entre deux 
équations telles que 




= o 



le système de ces deux équations n'a rien de nécessaire , et il peut 
être remplacé par un nombre infini d'autres systèmes de deux équations 
diflerentes des deux premières, et produisant le même résultat par 
l'élimination de «. 

Néanmoins il est avantageux de choisir parmi, toutes les enveloppées 
mobiles qui , par leur mouvement , produisent la même enveloj^ , 
celje dont l'équation est plus simple , ou dont |a construction est- 
plus iacile ^^ ou à la considération de laquelle on est plus accoutumé. 

Considérant smr une enveloppe quelconque la suite des caracté- 
ristiques dont elle est le lieu , commençons par celle de ces courbes 
qui correspond à une valeur déterminée de c ; prenons sur elle un 
point arbitraire j et concevons sa tangente en ce point ; puis par cette 
tangente, menons un plan quelconque qui sera tangent k la courbe^ 
mais dont la position ne sera pas déterminée ^ et qui ne sera pas 
tangent à fenveloppe. Cela fait , concevons que le plan tourne autour 
de la tangente jusqu'à ce qu'il touche la caractéristique suivante en 
un certain point qui sera déterminé ; la position du plan sera alors 
déterminée, il sera tangent à l'enveloppe, et il contiendra la tan- 
'gente à la seconde caractéristique* 

Concevons ensuite que le plan tourne autour de la tangente de 
la seconde caractéristique jusqu'à ce qu'il touche la troisième en un 
autre point qui sera de même déterminé; dans celte position, il 
^era encore tangent à l'enveloppe; et il contiendra la tangente, à 
la troisième caractéristique. 
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Enfin , concevons que le plan continite de roiiler ainsi , en tournant 
toujours autour de la tangente de la caractcristitjué qu'il louche 
jusqu'à ce qu'il touche la caractéristique suivante; il est évident que 
dans son mouvement il ne cessera pas d'être tangent à Ferivelôppe ^ 
puisqu'il passera toujours par les tangentes de deux caractéristiques 
consécutives. Il déterminera sur l'enveloppe une suite de points de 
contact dont le lieu sera une courbe qui passera par le point de 
contact pris arbitrairement sur la première caractéristique. Il y aura 
donc sur l'enveloppe autant de courbes déterminées de cette manière 
que l'on peut concevoir de points pris arbitrairement sur la première 
caractéristique; chacune de ces courbes coupera toutes les caracté- 
ristiques et réciproquement ; et parce que la^ considération de ces 
courbes va nous dévenir nécessaire , je leur donnerai le nom de 
trajectoires de la caractéristique. 

« 

Les angles sous lesquels les trajectoires coupent les caractéristiques 
dépendent en général de la nature de l'enveloppe. Par exemple, dans 
les surfaces de révolution , les parallèles sont les caractéristiques , les 
méridiens sont les trajectoires; et dans ce cas les trajectoires sont 
orthogonales. > * 

Le plan qui se meut de manière à toucher toujours Fenvcloppe 
dans la même trajectoire, détermine une surface dévelôppable qui 
touche elle-même l'enveloppe dans toute l'étendue deia trajectoire. 

■ X. ' 

Nous avons fait rouler le plan tangent sur l'enveloppe de deux 
manières différentes. 

Dans la première, le point de contact du plan mobile ne sort pas 
de la même caractéristique , et deux plans consécutifs se coupent dans 
la tangente à la trajectoire qui passe par le point de contact- 

Dans la seconde , le plan de contact du plan mobile ne sort pas 
de la même trajectoire , et deux plans consécutife se coupent dans 
la tangente à la caractéristique qui passe par le point <Je contact. 

Ainsi , la surface 4éyeioppable qui touche Fenveloppe dans la carac- 
téristique , et ccUe qui touche l'enveloppe dans la trajectoire , sont 



( 576 ) 

céciproqaea en cela q[iie la première esi fe lieu des taii|[eiites aux 
différentes trajociOu^ donl kss points de contact sont pris sur la 
même caractéristique ^ tandis ^ue la seconde est le lieu ées tangentes 
aux différentes caractémii^es dont les points de eoaatact sont pris 
sur une mém% irajecunre. 

Cette propriété méivte une .grande «taeniîoa , parce que c'^sl 90m, 
expression <pii nous produira les dame é^pMlîons aux ^tifliérenfies 
ordinaires de la car aciénstique. * 

# 

XL 

^ L'enveloppe étant le lien de toutes les tcajecioires dont les diSS^ 
rentes éqnatîons intégrales ne diflèrem entns ettes -que par la Talenr 
d ttu certain paramètre /l qui varie de Tinse à 1 mîn ^ la . ic^edoire 
peut aussi être r^ardée Comme une ^énénatricc de l'enveloppe quelle 
engendre en vertu du mouvement que 4ui procure la variation de^iB; 
mais il jr a une grande diflérence eotiie celte génératrice et la ca- 
ractcrisùque. 

Pour la caractéristique , les quantités c , ^« , qui entvett daw ses 
équations intégrales , sont toutes deux constantes , et doivent ^tre 
regardées comme telles lorsqu'on différentie aux diflerences ordinaii*es 
ces équations ; on peut donc les éliminer comme deux véritables 
constantes arbitraires , et les équations aux différences ordinaires que 
l'on obtient alors , ne renfermant plus la fonction ^ , appartiennent 
à toutes les caractéristiques qui se trouvent sur toutes les enveloppes 
possibles. Pour la trajeaoire au contraire., ses deux équations peuvent 
lueu à la vérité être regardées comme indépendantes de « , mau 
elles ne le sont pas de la forme de la fonction ^ ; çeue courbe dérive 
nécessairement de celle qui diing^ le mouvement de l'enveloppée , et 
elle tient essentiellement à I9 nature de Fenveloppe que l'on considère* 

Ainsi la caractéristique est la génératrice commune à toutes les 
enveloppes diffisrentes et en nombre infini que Ton peut produire 
par la même enveloppée , tandis que la trajectoire n'est la génératiicc 
que d'une seule de ces enveloppes 9 la caractéristique > dont la nature 
ne dépônd absolvaient me 4e celle de l'enveloppée , lest donc la seule 
qui porte le caractère général de la génération exprimée par 1 équation 
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aux éiStnuuB partieUes. Cedt fOur cela que je luLai donne un nom 
parliculier qui la distingue do tQUlCjp les .aatittagcnéfatrices. 

Par exemple , dans la surface de révolution , le méridien , qui est 
la trajectoire » est lien une {génératrice ; c est ml^me ' la seule qu'on 
ait coutume de considérer ; mais cettô génératrice est propre à ui^e 
sur&ce de reyolutton individuelle ; elle varie sans aucune dépendance 
d*mi individu à qu'^autinei; eiice n'est pas elle qui donne à la surface 
le caractère d'élr^ d^hsvojititioQ» Cie^tlb parallèle 'ee^l , c'est^^a^dire-i 
la circonférehce de cercle- dont: le {dan ost» tOMJikifS' normal, à laase 
constant de position, qui passe. par SQn centre ; c'est, dis^^je/^ le 
parallèle qui est la gcnérairiee commune à tOQies les sur£u|ea ' da 
révolution autour d'un même axe ^ c'est cette courbe qui impminie à 
ht surface le caractère d'être de téfolfition^ c'est elle qui est la carac- 
téristique de. cette génération. , 

Ces préliminaires étant posés, nous allons passera la recherche des. 
équations aux différences ordinaires de la caractéristique. 



XI i 



\ 



Soit proposée Tcquailon générale aux diffcrences partielles du 
premier ordre . ■ / ^ 



. . • . . '.il* 



dan8.1aquelk les cinq qnânitifiés entrent d'une manière quelconque nais 
donnée; si on la dîffétesitie taux différences .ordinaires., on a une 
équation aux différences ordinaires dfs la foryne 



• • • > 



l^pr^ Odq + Xdx-i-ydr + Z<& = o , 

dans, laquelle Jes Icinq coefficieali P^ Ç ^X^V^Z^ .obte»U9 p4r la 
diSérentiatioa , sont connus fsa p y,q ^aa^jry »; ev parce que l'on; a 
d'iBol^urs ds ss pàxt-^ gdjr , cette équatipn^ différentielle sera 

Cela' posé, conlsidérdns le plan tangent* qui s'appuie sur deux ca- 
ractéris^ques, consécutives quelconques , et qui les touche chacune en 
un point. Si , sur l'enveloppe , on veut passer du premier de ces d\^tix 
poipl^.dQ cont^ ^g ^Ificimd» ^est^ir4iM $ parcourir Télémeni dfi 4? 

^iflP(««9e^ coi|im« im 9»mM> ^V» fW :i» W^fi pl^» tan^^^t, le9 

'48 • 
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«{nantîtes p ^ q ne chapgeiit pas éuas^ le paasage > : • îii £mt dont faire 
dans (B) dp:isQj df:t^o, ce ipii^dottii^a ' 

(X+ pZ) ^£r;Hr,( r +• yJZ) ^ = a . ; • . ^ '. . . . . (C) 



I ' ' * » ; j ' . ' ^* •' 



dans laquelle la valeur de -7-- mclwjue sur le plan des a: , ^- la 

direction suivant laquelle doit se faire le passage' y c'esirèndire , la 
direction de la projeeiion *de relient de la trajeeioîre. Cette équati(»i 
différentielle n'est dooc' atttre eli^se que celle de la projection *de la 
tra)ectoire * eUe^néme sur le plan des x^ jr. 

Le'j^n tangent n*est pas la seule surfece qui passe par la trajectoire % 
ai dans ( J) on fini 

iW/^ + ^M7 = o (D^ 

on a également Tcquation (jO^i ainsi la surface à laquelle appartient 
' Téquation (D) passe aussi par la trajectoire. Or , cette surface est dé^ 
veloppablé, puisque son équation aux différences ordinaires est en 
dp j dç ; de plus elle touche l'enveloppe » puisque les quantités p , ç 
Ofïi le$. mêmes valeurs pour cette surface et pour l'enveloppe ; . donc , 
î'equaiion (D) est celle de la surface développable qui touche Tenveloppe 
dans la trajectoire. 

Jttsq'ués ici nous avons regardé 'comme iminobile le plan tangent 
doM l'équation , iimîiée à FéteiUduie de fététtieia àt VevMioppey H 

rapportée au poiM de eoiiiaet pour origine, eat • 

.- , 

as = pax + çdj- çt^j 

mais si l'on veut commehcer a faire rouler ce plan d'une mamcre 
(pi'élct>nqoe sur l'enveloppe , pour dciîner Nen àî la £&rmati<m' d'Mia 
^urlaee dév^oppable quetcoiiqne > ie seootidplan coupera lé pMnMér 
dans uiledroiie dtmt on atuia l'équaliott em d^fféreMiaiH'(iS) sactfaiite 
]r,%X}er les çoordoomé^^^ d:x>^ djr y idz^y ce qui donnera _; . v^ 

i ■ ■ • .' . • r • ■ ^ 1 * i"' '""■' ^ 

pofts ceu« dernière ôquatipn, $i l'on met f9W,:;3ûI *?. y^f^^F ^"^ 

«oiMent et la droite aatciviv Aè'laqéeltè le pîàn- tttufiié', '£tt**^«*W** 
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loppahle produite par le mouvement du plan ^ .Dt,^ .Ijoiv ^c\ ^fouf 

~- la valeur qui convient à ia >^urfaç^ (^veloppable produite paa(^ 

le mouvement du plan , ou aura en da: , djr , l'cquation de réiément 
delà droite 'amWduitttel, le plaiiitourne- "''* *■ ^ ' * »• 

D après cela , si le|ilau roule dei^man^pe (juç h pPW^I de çoji^ct;^ 
ne sorte pas de la caractéristique » il tourne autour de la tangente 

k la trajectoire', et la valeur de -5^ doit être "celle que' fournît 



«I •• * , > ' €t3C 



1 équation (C) de la trajectoire. Si donc on substitue cette valeur , ce 
qui produira j • » ! ' . *. - ;;m. . ii » 

» ► •» •«'♦' «»fi»'** '-^ •- «^ \ . ' >i 

oii aura Téquation diffêrentidle deFetivdoppcte'dâvdo)p^Âfev éqttdritt^* 
qui appartient aussi à la caractéristique tx>mpn5ë sur cétiè'^nlrlloppée. * 
Si , au contraire , le plan roule de manière que le point de contact 
ne sorte pas de la trajectoire y' il k^iime autour de la tangente de 
la caractéristique , il donne lieu à la formation de la surface dcvc- 
loppoble qaà touche- TeBvbioppe dans la trajectoire , ot la valeur de 

-nr- doit être celle que donne l'cquatio^ (D) de cette surface; si 

dotic o& sid>stitue cette valeur ^ ce qui produira 

Af/ — Ç>Jj: = o. .-,•....... (H) 

« 
on aura une équation qui appartient à rélcmcnt de là caractéristique 

autour duquel tourtie'lc plan , et par conséquent Téquation différen- 
tielle de la projection de. la caractéristique sur 1^ plan des jc ^jr. Ainsi, 
les deux équations aux différences; ordinaire (G)l , (ff) appartiepuent ft 
la caractéristique. 

En nous résumant , on voit que l'équation 

(B) Pdp-^ Çd^ + X^-h pZ) 4r -H ( r+ ^Z)dj sso, 

\ » 

\ 

étant partagée daus les deàx smvènte» . ■ * } . 

(C) '(X+ib'J8)at + (>+^lf)d^ = 



^ 



»• — 



'T^ 
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et ayant poiéi^quation' ' • "" •■'"•''•:•: ; 

(JF) .' ': . . '. dpdbc^'âqâj-sso, 

si l'on substitue dans (C), ^D) ppur.-^.ou ^p- Jes.valoori ^pi* 



donne cette dernière , oiz'aura les deux équations . ' ' ' 

(G) • . • (x^pZ)dq-(r^pZ)dp = o, 

} . t • • . • ' 4 ■ ' « » • 

(S) . . . . Ptfy— Qdx = o , 



"^ •.•.:> . < • I ' j. . : .!■ 



> • 



qui appartiennent toutes deux à la caractéristique. 

Les équations (/?) , (£^ €[ui appartiennent toutes deux à l'enreloppe 
sur laquelle' se trouvé la caractéristique , appartiennent aussi à cette 
oouj*)ie ;.. aimi;aA.a.{)OU|r, la caractéristique les quatre équations aux 
différence tQ^dimire» (#) ^ (£) , (G) ^ (fl). 

Les quatre équations ajux éifFérences ordisaites que ntm% ?enmi5 
de trouver pour la caractéristique , .sont entre les cinq différentielles 
dp ^ dq y dx ^ djr y dz. On peut donc éliminer entre elles treis 
quelconques de ces tdiSérentiélles ^ et on aura une équation qui ne 
contiendra que les deux autres , ce qui produit les dix résultats suivans 

_ I Pdj- '■— Çdx = o , 

,î-..û .;( i. ,Qdik-^{Pp..'^Çq)dx=iO^ 

•4': .•./■;■:..'.:» .ifd5;»-f* (Af '^pZ)d»=sof ■ . 

5 Qdp-Jf^X +/;Z)Jj = o, 

6 Pdq + Qr' -H>Z)^ = o, ' 

7- .. . .^. : :Çâ^^^^{rr'^qZ)dJri±'o,:^'- 
8 . . . . (Pp^{^Qq)dp'\^(X..^p.Z}dÀ^^\0,^ < '. ' J. | 

9 . . . . (/>Ti^-.Ç/«)<«?.+<(r .H-f.^>A=o»> 

jo . . . . (-y +p^)f«f— (1^ '^qZ)dp^o. . . 



• • • • 1 



I K 
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Ces dix équations, qui appartiennent toutes à la caractéristique , 
nous seront atiles par la suite , mais il faut bien se rappeler qu'elles 
ne sont point indépendantes , et qu'elles ne disent pas plus que les 
quatre équations (B) , (£} , (6) , (H) dont elles sont une suite 
nécessaire. 

On peut former les dix équations précédentes d'une manière com- 
mode ; car les cinq quantités 



dx dy dz t dp^ dq 



étant disposées y comme on voit y en deux cases , la somme de deux 
quelconques dp ces quantités , égalée à séro , ayec le signe *— si elles 
a«inl prises dans la même case , et avec le signe H* '^ ^^ sont 
prises dans des cases .diflEérentes , produira une des dix équatioins de 
la caractéristique. 

SECONDE PARTIE. 

De PitUégration des équations de la caraciértsti/fue. 

XIV. 

II peut se présenter deux cas; ou lequatlon aux difle ronces par- 
tielles est linéaire en p y q y on elle ne l'est pas : le premier de ces 
deux cas, étant plus simple à traiter , nous allons d'abord nous çn 
occuper. 

Soit donc proposée Téquation linéaire géx^rale 

Pp + Qq = L, 

dans laquelle • les trois eôeiBciens l^j P y Q soient donnés d'une 
manière quelconque en x y jr y s. Les trois premières équatioiis de 
la caractéristique > qui sont dans ce cas les seules nécessaires , 



( 58a ) 

Fdy — Ç>dlr = o, 
Pdz — lAx 3=t o , 

Qdz --^ Ldf :=z o . 

• » 

£lle$ a|)partîeiiueixt aux projections de la caract^iisiique sur )es .Uryis 
plans des coordonnées; ainsi deux quelconques d'enii'e €11^ con^ 
portent la troisième. II suffira donc d*en consldéror deux , par 
exemple ^ J^ JiAux dwnifrffc 

Supposons d'abord que ces équations soient toutes deux inicgrables , 
et que leurs intégrales soient repnésciuces par 

Jlf=-«, iV=|8, 

• - » 

dans lesquelles « et /l soient les demc oonstartts arbiiraîres »iradiiik«f 
par les intégrations. Dans oet étal , ces deux iniégmles apparliapilcat. 
à looÉcs les caractéristsfttei possibles qui ptvntnt se Iroinrer Bar toutes 
les enveloppes possibles auxquelles appartient réqiiilfO& aux dife^ 
rences partielles ; c'est-à-dire , que , de toutes les caractéristiques 
possibles dont le 9Qn|brf tA in(in( du, seQoqd ordre, il ny en a 
aucune dont les deux intégrales ne puissent devenii? les équations 
propres » si l'on donne à chacune des deux constantes arbitraires 
m , jS tme valeur déterminée convenable. 

Mais si Ton n'a pas pour objet de considérer à la fois toutes ces 
caractéristiques; si Ton se propose seulement d'en considérer une 
certaine série , et si Fon. veut que toutes celles qui composent cette 
série soient liées entre elles par une loi » en sorte que Ton ne puisse 
passer d'une quelconque à la suivante , que d'une n^anière déteiv 
minée , alors les constantes « , /) ne sont plus toutes deux arbitraires j 
Tune quelconque étant prise arbitrairepient , l'autre s'ensuit néces- 
sairement ; la seconde est ddnc une certaine fonction de la première « 
et la forme de. cette fonction dépend de la loi qui lie entre ''elles 
toutes les caractéristiques de la série. En représentant par ^ la forme 
de la fonction dont il s'agh , les équation^ iuiégi*ales qui devi^ujiMl 
fdors 
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n'appartiennent plus à tontes les caractéristiques , mais seulement k 
celles de ces courbes qui sont comprises dans l;i série déterminée 
par la forme de la fonction 4> ; et , dans cette série , chaque cavacté- 
rîstique individuelle sera déterminée par la valeur particulière de la 
constante arbitraire «. 

Donc , si Ton suppose qu'une quelconque des caractéristiques de 
la série , soit rendue mobile et yariable de forme en vertu de la va* 
riation de et , cette courbe , dans son mouvement , se confondra suc- 
cessivement avec toutes les autres de la même série ; die engendrera 
leur lieu général qui ne sera autre chose qu'une des euvdoppes 
auxquelles appartient l'équation aux différences partielles ; et l'on aura 
l'équation tmique de cette enveloppe , ou de ce lieu général , en 
éliminant a entre les deux équations précédentes , ce qui donnera 

Dans cette équation , . c'est la forme seule de' la fonction ^ qui déter- 
mine la série partieutièré des caracb^istiques dont l'enveloppe eu 
le lieu général, en sorte que si l'on change de série, et par conséquent 
d'enveloppe , rien ne change dans Féquation. que . la forme de la 
fonction ^. Donc , si l'on regarde la fonction ^ comme arbitraire ^ 
l'équation précédente appartiendra au lieu géMonal* dé chacvne , des 
séries possibles , c'est-à-dire , à chacune d^ enveloppes possibles ; 
elle sera par conséquent l'imégrale eomplètf de l'équation ans difH^ 
rences partielles. ^ 

m I 

Dfins rarcicle précédent^, nou^ avdnè supposé qiiij les éqûiittons uitii 
dMSreûoesordinàired^dé la earaetéristiquie . l . 

Qdz — Lify- = o , 

étoient toutes deux intégrables : elles ne peuvent l'être immédiatement 
que dans des cas très-particuliers' / parce que chacune d'elles-pojatient 
une des trois variables skns ' sa différentielle ; néanmoW leur^ 
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intégrations ne dépendent ({hé de celle d'une s^ule équation ovtf, 
différences ordinaires à deux variables. 

En effet , puisque ces deux équations appartieûnent à une courbe , 
des trois variables ar , ^ , « , on ne peut en considérer qu'une setû^ 
comme variable principale : posons que ce soit r, et regardons comnro 
constante la différentielle dz. Gela posé , de ces deux équations « la 
première . . 

(A) est en . x, 7, 5, -^5 

la seconde 

dy . 
(JR) est en ^,7, *, -^• 

diffcrentiant aux différences ordinaires Tune quelconque d'entre elles » 
{A) par exemple , on aura une troisième équation 

dx df ddx 

Si, de ces deux équations , op élimine les deux quantités/ et -^) 

on aura une équation 

dx ddx ' 
(1/) en * ' ^9 ^ 



l& ' €&« 



qui appartiendra à toutes les caractéristiques possibles, qui sera aux 
différences secondes (M^dinaires à deux variables , et de l'intégration 
4f$ laquelle seule dépend celle de l'équation aux différences partielles. 
Car , si l'on intègre cette équaûon fleui^ £^û aux différences premières 9 



et si Ton complète chacune de ses intégrales par une constante 
Arbitraire particulière , on aura deux équations 



rune (£) en «, », -^, -, 



rautre(F) ei» ^,;,,^,^, 



dx 
"S" 
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desquelles cltassant —7- au moyen de ÇA) , on aura pour la caracté- 
ristique , deux équations intégrales , 



Eime (6) en ■ . a:^ ^, «, «i* ^ 

l'autre (H) en :r , j^ , js , 18 , 



1 ' 'I ' 



r«. •"♦ 



qui , résolues , chacune par rapport à la cbnMante arbitrsnr^ qu-elle 
contient , deviendront , 

« 

Raisonnant ensuite sur ces deux équations , comme nous avons fait 
sur celles de l'article précédent , l'intégrale complète de Téquation 
aux différences partielles s^ra >> 



< ' « 



Dette , rintégration d'une équation aux différences partielles du 
premier ordre et linéaire , ne dépend que de celle d'une seule équation 
aux différences ordinaires à deux variables du second ordre, dans 
laquelle la différentielle d'une des deux variables est regardée comme 
constante* 



XVI. 



11 Ëiut bien observer qu'il n'est ]pa6 nécessaire qu'ime équation aux 
différences partielles soit sous la forme Pp + Çq = L pour être 
regardée. comme linéaire^ il suffit qu'en supporant la perfection de 
l'analyse , elle soit susceptible d'y être ramenée. Ainsi, pour donner 
à ce que nous venons de dire dans l'article précédent , toute la 
généralité convenable , il faut regarder comme linéaire toute équation 
composée d'une manière quelconque des quatre quantités /}? -^ Q^9 
^ > J" > « > c'est-à-dire , de la forme 

dans laquelle jP et Ç) ne, contiennent ni /» , ni ^. 

49 
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XVII. 



Si Tcquation linéaire J^-^-ÇçzzzL manque cTun terme, c est-à- 
dire , si Tune des trois quantités L, P, Ç, est égale à zéro , 
rîntégration ne dépend plus que de celle d'une équation îiux dif- 
férences ordinaires à deux variables du premier ordre. Par exemple 
si Ton a £/ = o 9 c'est-à-dire ^ si la proposée est 

^ + ()y=o, 
les deux équations de la caractéristique deviennent 

rintcgrale de la seconde z = e, exprime que poiur la même carac- 
téristique , z est constante ; et que cette courbe est dans un plaa 
perpendiculaire aux z : mettant donc dams la première pour s s% 
valeur constante m , cette équation sera en 

et par censément du premiec ordrp entre les deux ranables «, jr 
son intégrale sera en 

' ^ t J'y «>, ♦«:, 

4^A étant la constante arbitraire introduite par 1 mtégratîbn ; et il n'j 
aura plus qu*à mettre à la place de « sa valeur- z , pour avoir Téquatiou 
de la surface , équation qui sera par conséquent en 

11 en est de même pour les cas ph; Tpn a.Ps;; o ou Q = o; et 
l'on trouve que l'intégrale est 

dans le premier cas', en '^fjf^r^^t 

dans le second cas,, en: ' ^ ^> y > 5,. ^r^ 



_ y -j- 'K' 
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XVIII. 

U suit de ce qui précède que la surface courbe à laquelle apparient 
l'équation aux différences partielles du premier ordre et linéaire 

de quelque manière que les quantités P, Q soient composées des trois 
coordonnées ar,^, «, peut toujours être regardée comme engendrée 
par le mouvement d'une courbe déterminée, mobile et variable de 
forme-^o vertu de la variation de deux paramètres dont l'un est une 
fonction arbitraire de l'autre , et daus Its éqiiations de laquelle les 
•dérivées de cette fonction arbitraire, n'entrent pas. Dans ce cas , 
l'intégrale est exprimée par .une seule équation.. 

Il est facile de démontrer que , réciproquement , lorsqu'une sur- 
face est engendrée pat* le -mouvement d'une courbe déterminée , 
mobile et variable de forme en vertu de la variation de deux para- 
mètres dont . l'un est une foi^tion arbitraire de l'autre , pourvu que 
les dérivées de cette fonction n'entrent pas dans les équations dé la 
génératrice , Téquation aux différences '- partielles de cette sur&ce est 
toujours linéaire eap, q^ c'est-à-dire, de la forme 

Ainsi , les sur&ties auxquelles appartiennent les équations aux di^ 

férences pai*tielles Au premier * ordre et linéaires ont un caractère 

particulier. Quoiqu'on puisse les copsid^rer comme des enveloppes , 

elles sont néanmoins, susceptibles d'une génération plus simple , et 

pour chacune d'elles » l'équatiou intégrale est unique. Tandis que » 

pour les surfaces exprimées par des équations dans lesquelles p elç 

sont élevées à des puissances ,^les intégrales sont toujours exprimées 

par', le système de deux équations entre lesquelles il &ut éliminer un 

paramètre « qui se trouve sous la fonction arbitraire et soujf 99s 
àényéeê. 

Passons actuellement au cas général. 
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XIX, 



Dans Je cas général , c'esjt-à-dire , lorsque l'équaiion aux différences 
partielles n'est pas de la forme /^ { /)? -f- Qq ^ oc^ j , z} ^z.o 3 
ne suffit pas de considérer seulement les trois premières équations de 
l'article XllI. 

jt . . . . Pdy — Çdoc = o , 

3 . Pdz^(Pp+Çq)dx^o, 

3 Qdz^{Pp-JrQ4)^^o, 

S 

qui sont celles des projections de la caractéristique sur les irois plans 
des coordonnées ; parce que la surface ne peut plus être considérée 
comme engendrée par une courbe dont les équations intégrales soient 
en a?, jr^ a, «» <1>«, sans dérivées, et qui soit mobile en vertu de 
la variation de «. La sur&ce doit être regardée c6mme enveloppe^ 
il feut donc employer 1,'équatibn d'une enveloppée. Mais ^ ies sept 
«uires équations de faniple XIJI sQnA celles d'auta^ 4'enveloppées 
différentes au naioy;^ ^desquelk^ 0n peut ^ à volonté , en former 
une înfiaîté d'auttie^^ ec «U toulios cas enveloppées, celle à laqudie 
appartient TéquatÎMik 



t \ » - 



^o (x+pZ)^^(r^,ifZ}dp^o, 



• I / 



est l'enveloppée dévelnppabk dkmt la génération . est simple et la 
considération facile ; c'est donc celle que nous dlons employer. 

Autrement, lorsque les quantités /^, ^' qui entrent dans les troié^ 
équations des projections de la caractéristique contiennent les cinq, 
quantités p^ ^ , a: , ^ , « , ces trois équations ne peuvent suffire ; 
parce que , si l'on opère sur deux quelconques d'entre elles , comme 
nous avons fait , article XVII , c'est*à-dirc* ,i si on les différentie aux 
dilKifences ordinaires , ce qui donne deux -équations nouvdles , Ott 
introduit aussi les deux difléremieUes rïduvelles ^if/;^ dq qu'on ne 
peut éliminer qu'en prenant leurs valeurs dans les sept autres équations 
qui les contiennent. 



! 
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»0n sait que l'équaiion générale des surfaces dévdoppables est entre' 

les deux seules quantités p,q, dont par conséquent une seule peut 

être regardée comme variable principale j posons que ce soxt p , et 

que sa différentielle dp soit regardée comme constante. Cela posé ,. 

soit . ., 

, F(;^, ^,ar,/,z) — o . C^; 

l'équation générale aux différences partieUes du premier ordre qu'il 
s'agit d'intégrer; puis parmi les dix équations de la caractéristique, 
considérons les quatre qui coatiçnnem dp , savoir 

^ dx 

la quatrième (fi) qui est en -^ , p> Ç> ^7 J > ^ > 

I 

dr 

la cinquième (C) qui est en -^, />. Ç> ^. r > * > 

dz 
la huitième (D) qui est en -^ , ;>, q, x,J> « » 



• • 



dq ' 
et la dixième (E) qw eM en -^» Z'» y» *^ ^* '* 

Si Ton diflférentie (E) ata différences ordinaires , Féquation à laquelle 
on arrive directement sera en . 

ddq dq dx djr dz „^^^_. 

et en substituant pour "^ > -^^ "^ ^«^"^ yfàeaxs tirées des trois 

équations (5), (C), (P), on aura une équation aux différence» 
ordinaires du second ordre 

dâq dq 

(^«» •• •■^' -^,/',v, ^»^»«> 

' dx djr ■ dz ^ 

différentiant encore celte denùèrc, et .mettant pour -^f -^*_''^\ 
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leurs valeurs, on aura une équation aux différences du troisième 
ordre 

diq ddq dq 

C^) ^^ 11^' lipr^ -^^ P^ 9^ ^^r^ *• 

On aura alors quatre équations {A) , (fî) , (F) , (G)^ qui seront délivrées 
des différentielles des trois coordonnées œ ^y^ z^ donc , éliminant 
Xy Y ^ z entre ces quatre équations , la résultante 

d%q ddq dq 
(ff) sera en lipT' ^1^' Idf ' P^ "^ ^ 

et par conséquent aux différences ordinaires du troisième ordre enire 
les deux variables )9 y q. Cette équation (ff), dans laquelle la diffé- 
rentielle de la variable p est regardée comme constante , appartient 
à Tenveloppée développable , et de son intégration seule dépend celle 
de la proposée. 

Posons , en effet , que cette équation soit intégrée trois £ois aux 
différences secondes > et que ces intégrales complétées chacune par 
mie des trois constantes arbitraires «» id, >, soieut 

iJ) en . • ^ . . • . . ^^T"? -^, P» 7» *» 

ddq dq "-^-^ 

(K) en ...... , /_,,.-^^ p^ q^ fi, 

ddq dq 

nous observerons d'abord que dans ces épations , qui apparticni|ien( 
toutes trois à l'enveloppée développable , les quantités « , ^ , > sont 
jconstfmtes pour la même enveloppée considérée comme fixe , et 
varient toutes trois lorsque l'enveloppée se meut } cette enveloppée 
id'ailleurs ne peut se mouvoir que d'une seule manière ; donc , de 
ces constantes deux quelconques sont des fondioAS arbitraires ^c la 
troisième; ûns»^ on aura /B = 4« ; > = 4«(r 



— - ; 



«• 
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Si , daYis les iroîs équations (J), (K) , (L) on met pour -—^ ? -^> 

leurs valeurs tnp^q^ oc^jr^ z tirées des équations (fî), (jP) , elles 
deviendront 

(J') e»» • /». 7' ^» J^» ^> *» 

(iT') en . « . . , A'».?» ^ij'f 2><f«» 

(£/) en . . . ^ . . r . . . p, 9» ^> J*> «>4*- 

Cela £ût , si de ces trois équations on en. emploie deux quelconques i 
par exemple , (^0 > (^0 > ^^ moyen de ces deux équations , on pourra 

chasser p et q de la proposée (Jl) » qui sera alors 

i 

en ••• x^jTy Zf a, ^«> 

que je ' reprédenie par ^=^ o , et qui sera celle de Tenveloppé^ 
développable* 

Cette enveloppée, rendue mobile en vertu de la variation de «^ 

uméke Fenvdoppe successivement daks toutes les caractâristiques ; li 

dM 
seconde équation intégrale de la caractéristique sei^a donc ■ :=:o. 

donc, le lieu de toutes les caractéristiques , ou l'enveloppe demandée*, 
aura pour équation le résultat de FéËmination de « entre les deu^ 
équations ' ' 

M' = D'y. 

Ce que nous venons de dire n'est pas compliet, et il faut néces-^ 
sairement y ajouter ce qui est dans l'artide suivant. 

XX. 

Des troîis équations (J^) , (K^) , (L') nous n'en avons employé que 
deux prises à volonté , savoir, les deux premières; elles sont néanmoins > 
esi général nécessaires toutes trois*. 






, I 



(591 

En effet , ces trois équations donnent pour « , ^« , 4 * » des valeurs 
en Pj 7 , ^i y j ^5 ^^î sont toutes trois constantes pour chaque 
enveloppée dévcloppable , et qui varient d'une enveloppe à l'autre. 
0T t il pourroit arriver que la proposée 

P{P^ 7, JT, j, ^} = o • • (-^) 

ne fôt que l'exprcsâon -d'une relation entse les valeurs des deux 
quantités «, ^ee. Dans ce cas, en élimitia:nc p," ^ entre les trois 
équations (^, (/0> C0> ^^* ^^^ coordonnées a:, j^ z, dispa- 
roîtrolent aussi; et l'équation résultante qui seroit en «,4et, ne fefroit 
qu'exprimer la manière dont les valeurs de ces deux quantités entrent 
4ans la proposée , et par conséquent dé^rmîner la forme de h 

fonction 4>a qtd ne seroit plus arbitraire. 

♦ • • « . 

En général, la proposée ÇJ) n'est autre chose que l'expression 
d'une relation qui existe entte le» v<^urs des troifii quantités je , 411, 4l». 
Si donc entre les quatre équations (A) , (7') , (E^) , (L^) • on éiiminê 
trois dea cin^ quantités p^ if i x ^ y ^ z^ les deux autres disparobae&t , 
iCt il reste en », ^«i, 4« ^ un<^ é<^adon ^jiii ex^porime celle rtUtîoB^ 
et qui a pour ^bjet de déterm^iner la foime d'une des deux fonc- 
itions , dont il n'y aura plus qu'une seule qui soit arbitraire, l^osoni 
jqne ce soit 4^ ^^ ^'^^ déterraioè^ et dont on std^fititue k valeur 
.eu « , 4 « dans (I/) s si des troît iqwMions (J') , {K') , ^) on élioiÎQe 
p i ç 9 Fcquaiion résultante , qi^i sera :eli.Jc,^,iB,*,4>«, sera celle de 
l'enveloppée dévcloppable iitobile jeÂ vertu de la variation de « , et 
qui , dans toutes ses positions ^ louchera l'enveloppe dans la carac- 
téristique. Donc , si cette équation €5t représentée par ilf = o , le 
résultat de l'élimination de u entre les deux équations 

« • 

M :;= O, 
MI 



= O 



^era Imtégrale de la proposée , complétée par la fonction aibî- 
^rairc ^^ 

Qa voit que l'intégratiou d'tmc équation quelconque aux difleeenccs 
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partielles du premier ordre et à trois variables , ne dépend que de 
celle d'une équation aux différences ordinaires à deux variables du 
troisième ordre , et dans laquelle la ditrérentielle dune des variables 
est regardée comme constante. Mais les méthodes aussi générales 
que celle que nous venons de rapporter sont rarement utiles, à cause 
d^s longueurs et des difficultés analytiques qu'elles entraînent , et elles 
ne dispensent pas des méthodes applicables à des cas moins généraux. 
On peut en trouver un plus grand nombre ; nous n'en rapporterons 
que quelques-unes qui sei'viront d'exemples. 

XXI. 

Des surfaces dont les enveloppées développahles sont cjlindriques 

et parallèles à un plan donné. 

Soient Aac^Bj'^-z = o l'équatiçn du plan fixe mené par Forî- 
gine 9 auquel les surfaces cylindriques doivent être parallèles i soit 
r ^ 4UZ? = o celle de la projection sur le plan des a? , y ^ de la 
4roite à laquelle , dans chaque surface cylindrique , la génératrice 
doit être parallèle ; il est fa<^e de voir que Téquation intégrale de 
la surface cylindrique est 

et que son équation aux différeaces partielles est 

dans laquelle A , B sont les constantes invariahks du plan fixe » et 
ou « qui est une constante pour chacune des surfaces cylindriques 
* change de valeur d'une de ces surfaces k l'autre. Si donc on veut 
avoir une équatioii qui convienne à toutes les surfeces cylindriques 
parallèles au plan fixe , il faut faire disparoltre^cette constante arbi^ 
traire par une différentiation aux difierences ordinaires , c& qui 
donnera 

(j? + J)dq^(q'\-B)dp^O: 

5a 



f 
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or , ''nous avons vu ( XII) que Téquaiion de Tenveloppée dévetop-^- 
pable , est 

Donc , pour que cette enveloppée soit cylindrique et pacailèle a» 
plan fixe , il faut que les valeurs de -^ , que fournissent les deus 
dernières équations , soient égak& entre elka, «n <pu5 ron.aUL 

mais en représentant l'équation aux différences partielles de Tenve- 

loppe par ?/= o , il est clair que les trois quantités Xj F , Z sont 

/.7Z7\ /rfr\ /dU\ ^ , „ 
respectivement I * . »■ ) > y ■' ; /^ 1^1 v ■ ) , dans lesquelles on a. 

regardé p et q comme constantes. La dernière équation est donc 
aux difiecenccs partielles du premier ordre entre les quatre variables^ 
[{7 , or , jr , z , doQt les, trois dernières sont principales. Comme cette> 
équation est linéaire et à Qoefficiens constans , elle est Sacilê à traiter ^, 
•t elle exprime q^e I^ .quantité U doit être composée d'une matuère 
quelconque des deux quantitéis ^x -f- ^ + « , et « — pac — q/ , 
et des quantités p , ç qui sont constantes dans cette équation. Dt)nc » 
l'équation générale 4e9 surfaces dont l'ens^lop^^c développable est 
cylindrique et paraUèle à un plan fixe , est 

F{Ja: + Bjr'^z^X'^px^çf,p,q} =o . . ^ • W 

n est &cile de vérifier ce résultat , car si l'on différentie aux diffé-^ 
teaees onlinûns , 4Ni trouve pour X, V, Zlm valeâis suivantes' 

yzszBF'^qP', 
Z= Ff— P', 



ce qui d»ime- 
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'Cl par conséquent réquaiion de Tenveloppée développablie 



dans Uqaelle u est !â conftanto ail>itrairè : si , de cette équation et 
de <b ss pdsc'^ ^j , on ^tife les Taleors de p ^ç^ en fiusant t potir 
abréger , 

on ironve . * 

à — ^x — yj= -^ ? 

r 

substituant 4>es valeurs dans la proposée (ji) , elle devient 
_^^ udç—çJu du du 



éqoatioii aux différences wdinaires da premier ordre , entre les deux 



devient ~ ' 

•qui est ceDe dHine surface cylindrique parallèle au plan fixc«. 

Actuellement ^ nous allons voir que Tintégration de Téquation {A) , 
de quelque manière qu'elle soit composée des quatre quantités , 
ne dépend plus que de celle ^une seule équation aux différences 
ordinaires à deux variables. En effet , l'équation de l'enveloppée 
développable 

{p^A)dq — (y + 5) ^ = o, 
iisaik^gt^ et donne 
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f . seules variables u^ 9 ^ dans laquelle « est constante , et qui appartient 

à Tenveloppce dcveloppable. L'intégrale de cette équation complétée 
^ par une fonction arbitraire ^tt sera en 



U y V y A y ^«» 



Donc , si Ton représente cette équation par ilf == o , Fintégrale d^ 
la proposée (j£) sera le résultat de Télimination de a eixlre les deux 
équations 



( 






XXII. 



L'équation F{ Ax^ ^J ^^^^ -^^ P^-^^IT % V ^ 7} = ^» T^^ 
nous venous de traiter , est un peu plus générale que nous ne 
.fayons dit , car elle oe. convient pas seulen^^nt 9lvs^ stCrfecet ;doi&t 
.renvelçppée développable est cylindrique et pardllele au plan fixe} 
mais encore à celles qui n'ont pas d'autre enveloppée développable 
qu'elles-mêmes , c'est-à-dire , aux surfaces développables dont l'équa- 
ûon est 

Flz—px — çjr.pyq] =0. 

La même équation ^nérale renferme une grande partie de celles- 
que M. Lagrange a traitées dans son bel ouvrage sur les intégrales 
particulières , imprime dans les Mémoires de V Académie de Berlin ^ 
pour Tannée 1774- 

Par exemple , si la quantité z^^px — ^n'entre pas dans l'équation , 
et si l'on a de plus ^ = o , £ = o , ce qui place le plan fixe dans 
celui des x ^ j ^ l'équation devient 

■ . « 

que M. Lagrange intègre au moyen de l'hypotbèse q = ^p. Dans ce 
cas^ l'enveloppée développable a pour équation 



L. 
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pdq •— qétp = o , 

dont l'intégrale q^=:.u,p appartient à tine surface cylindrique parallèle 
au plan des a: , / , et est fournie par la méthode. 

Si l'éqnàtion générale est seulement privée de la quantité 
z^ — px — qj , elle devient 

F{Ax'^By'^^yp,q} = o, 



> . 



» ! 



qui renferme l'exemple précédent comme un cas particulier » et qui 
(comme nous TaVons fait voir parag. 9, pag. 5i ) appartient à la 
jiur&ic^ , dont l'enveloppée , invariable de form^e et de grandeur , se 
meut sans toùmep , de manière que les courbes parcourues pa^r tous 
ses points soient semblables entre elles ^ égales , et dans des plans pa^ 1 
rallëlés au {ilan fixe : dans ce cas , l'intégrale donnée par la méthode 
n'est pas la plus élégante , et Kon parvient à un résultat plus simple , 
et plus facile à se Représenter dan&.i*espac« ^ #a employant l'équation 
de l'enveloppée invariable. 

On pourroii traiter d'une manière analogue Téquation générale des 
surfaces dont l'enveloppée développable est cylindrique et dirigée d'une 
manière quelconque; mais cette équation est aux (différences partielles 
du second ordre , dont nous ne nous occupons pas encore. 

XXIII. 

# 

Des surfaces dont les enveloppées développables sont coniques, et ont 
toutes [leurs ^çmmets sur une même droite donnée. 

On sait que si les coordonnées d'un point, dans les directions 
des ocy y, z y sont respectivement p , 7 * « » l'équation aux diffé- 
rences partielles de la surface conique qui a son sommet dans ee 
point, est 

.a — *=:;t>(jî--^) + ^(^— >) (A) 

SiippMpns^^e lifi droite donnée sur laquelle doit être le sommet , ait 
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f>our équation 

jc i=z Az -^a y j- = ffz '-\^h 9 

^ans lesquelles A ^B ^ a , h sont des oonstAiites données. Ces oiémei 
équations auront lieu entre }qs coordonnées du sommet , et Ton aura 



jSi Ton substitue ces valeurs , i'équatioa de la surface conique sera 
« — ;> (a:— -o) — ^ (j — 5) = « (i -^Ap — Bq) , 

dans laquelle « est une constante arbitraîi:e dont la grandeur déccp- 
mine , sur la droite donnée ^ la position du sonAnet. 

Des trois dernières équations on tire pour « » ^ ^ 9^ les vd.eun 
suivantes 

•= ^-.Ap^Bq -' 

I — Ap — B<f ' * 

ardeurs qui sont constantes pour la même enveloppée conique. 

Actuellement , si Ton difierentie I équation {A) en regardant «, jB , ^, 
4:omnic constantes , on aura 

(7 — 9^) «'^ 4- (^ — i») 4^ ^ o , 

qui est îéquation aux différences ordinaires de toutes les surfaces 
coniques q^i Ont leur sommet sur là droite donnée , et dans laquelle 
il ny aura plus qu'à mettre pour j0 , > leufs valeurs. Or , réquaiîba 
générale de Tenveloppée dévcloppable , est 

iX-]rpZ)d4f^{Y'{'ilZ)dp = %i 

dope, powqae c«tte enveloppée déreloppoUe MÎI «o«m«« et et 



sort Mtnmet sur la droite dowoké^f il fàcit,.que les d'cfox. domiereS) 
équaiions coïncidem , c^e3t-à-dire , quù L'on, ait 



lis en représentaiit' par 27 =: o réqofitioii aux difSérences partieUe» 
de l'enveloppe , il est évident que la dernière équation est aux diffé- 
rences partialtes du premier ardt*é^emré les^ quatre* Tarâtes U ^ x , 
j" 9 z ^ et qu'on y traite les quantités p el ^ comme constantes ; 
il est clair aussi que les quantités tt ^ jl ^ y sont constantes , car les 
différentielles de ces foantités. jHpises en j^^acd^nt.^ .et ç conmie 
constantes, sont toutes troîs.iiuires. Prenant d<;^Ac. c&ns cette équation 
la valeur de Z pour la substituer dans 

dU=zXda:'{-rify'^Zdz^ 
ce qui donne 



z 



=-*^ (t^t) +^^ ("fer)" 



* • 

on voit que JJ doit être composée ' d\ine nanière quelconque des 

deux quantités > ' ' ■■ et des- dlHui tpgmiàk%\p» ^ q- qui onr 

été regardées comme constai^tes. Ainsi I^équatioir générale des sur&ces 
dont l'enveloppée développabie .C3t coniqua » et a spn sommet sur h 
droite donnée y est de la ibrnie 






dans laquelle it&ut remettre pour ct^jT, > leurs, valeurs données plus 
haut ; ou enfin » pour ne laisser qu'une seule cpiantité à substituer , 
cette équation est de la fcgnae 

^ \ ,-> > ^ ,^. .p.<i\^^ (F) 

dans laquelle il fiiut mettre pour « sa valeur 



Gela pose , il ^st facUe de foire vofa- que riniégpaiion de lequation (B) 
ne dépend que de celle d'une -équation aux différences ordinaires du 
premier ordre entre deux variables. En effet , 1 équation (C) , qui 
n'est autre chose que celle de l'enveloppée conique , dans laquelle « 
tst une constante arbitraire , peut être mise ^ous la forme suivante» 



ou en faisant » pour abréger , 



B. 






l'équation de l'enveloppée conique sera 

pu + ^l' = I : 
tirant de cette équation et de 

■ 

les valeur^ cU /» -^ 4e ^ « ou a. 



««A 



< i.» 



ou bien 



p (lidjr — çdx) =r ^ — ink ^ 
q (ùdjr f^ wJao) :=z — dr + !/&; 

_ dv 

f 'udp-r^vàu * 






< ( 



'1 • ■ .■ I 



> — 



— du 



Donc , stibstituant toutes ces valeurs da&s la proposée (£) , elle 
deviendra de la forme suivante 



équation aux différences ordinaires du premier ordre e^tre les deux 
seules variables m , ^ ^ et dans lnqueUe. i» «si constante. 



1 
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L'intégrale de cette équation complétée paf une fonction arbitraire 
^e A sera eu 

ou en 

jî — û — j4a y — b — Ba 

? •= — ;^ , *«; 

et appartiendra à Feuveloppce conique. Donc, si Tofa représente cette 
équation par M = o , l'intégrale complète de la proposée (JB) sera le 
résultat de rélimihatiôu de « entre les deux équations 

M = o, 
\.dA y 

On ponrroit traiter d'une manière analogue Téquation générale des 
surfaces dont l'enveloppée développable est conique. Mais alors les 
sommets des cônes ne seroient plus assujétis à être sur une droite; 
ils seroient sur une courbe arbitraire ; les deux coordonnées i0 , y 
seroient des fonctions arbitraires de «t , et l'équation de l'enveloppe 
seroit aux différences partielles du troisième ordre. Dans ce cas est 
comprise l'enveloppe de Tespaoe parcourue par une surface quelconque 
donnée qui se meut sans tourner , mais qui change de forme en 
restant toujours Semblable à elle-même. 

XXIV. 

En ne considérant , parmi les dix équations de la caractéristique 
rapportées article XIII , ni la huitième ni la neuvième , toutes 
les fois quune quelconque des huit autres sera intégrable , ou 
immédiatement , ou au mojen de la proposée , l'intégration de 
cette dernière ne dépendra plus que de celle d'une seule équation 
aujc différences ordinaires du {premier ordre en deux variables. 

Nous allons le' démontrer pour le cas de la dixième équation , *à 
cauae de l'analogie avec lea articles précédens. 

5i 
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Supposons qn'tine éqaation quelconque aux âifférences pardelfés 
du premier ordre , 27= o , soît telle que Téqasition 

soit întégrabU directement , oui au moyen de 17 == o , et que cette 
intégrale soit représentée par 

X 

f{p,<ly») = • • • (^ 

» 

dans laquelle tf est la constante arbitraire Introduite par cette première 
intégration , et que Ion ait par conséquent 

fùp^f^dq = ^ (C) 

par cela seul , la quantité U est susceptible d'une forme générale 
qu'il faut trouver. 

U est évident que les valeurs de -^ que fournissent les deux 
équations {A) , (C) , doivent être égales entre dles » ce qui donne 



or , cette dtmiëre équation » dans laquelle p ^ q ^ m sont regardées 
comme constantes j est aux différences partielles entre les quatre 
variables U ^ a: ^ y ^ js ; si donc on prend la valeur de Z pour la 
substituer dans 

on aura 

(pf'HfOàUz:zxÇ(pf^qfr^^-fdz^ 

dans laqueQe p ^ q^ a sont constantes , et qui indique que la quan- 
tité U doit être composée d une manière quelconque des deux suivantes 

{pf + qf^') « — î/^t (pf+Pf^)j--^f'f e^ de p, <f qui soni 
regardées comme constantes. 

On aura donc 
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,ou , ce qui revient au même , 

et par cOMéquent la proposée Z7= o est susceptible d'être mise sous 
la forme 

F{z^px^qjr, œf^-^-jf^p, ç}=o (D) 

dans laquelle les fonctions dérivcesy^ ,/^^ sont données en p,ç , et 
contiennent de plus la constante « , qui peut être chassée au moyen 
de (B). Il est inutile de former cette équation {D) ; il suffit d'avoir 
démontré qu'elle doit avoir lieu. 

Cela posé , Féquation (B) , qui appartient à renvcloppce dévelop- 
pd>le , est elle-même aux différences partielles ; elle est facile à intégrer, 
et Ton sait que pour ayoir son intégrale il £iut i^. poser 

z^px^qX — '^p (s;) 

2*. chasser q au moyen de sa valeur prise dans (B) ; 3^. éliminer /? 
^u moyen de la différentielle de (E) prise en regardant x , ^' ^ « 
acomme constantes , c*est-4i-dire , au moyen de 

^xdp—jdq^Ae^pdp^ 
^qui I en mettant pour dq sa valeur prise dans (C) , devient 

œf^yfz=.f^A/ (^F) 

JUnsi y l'iéqaation intégrale de l'enveloppée développable est le résultat 

de l'élimination des deux quantités p ^ q entre les trois équations 
{B) , (E) , (F) , et si là fonction 4 ^ entre avec sa dérivée dans 
les équations » est regardée comme arbitraire , l'intégrale appartient 
à l'enveloppée développable générale. 

Mais, si Ton veut que cette enveloppée soit celle qui convient 
particulièrement à la $ur£ice exprimée par I/'sOy il âiut déterminer 



f 
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la forme de la foncnon 4 4e manière que la proposée t7 = o ou 
ce qui revient au niéine , que l'équation (D) soit satisfaite. 

Or , si dans (D) on mettoit 

pour z — pa: — ç^ sa valeur -^P > lîrce de (E) , 

pour a:/'^ — j;f, sa valeur J^^^'p tirée de (F) , 

et pour ç sa valeur en p tirée de ÇB) , 

il ne resteroit plus que « , ^ , 4;^, 4'/^- Donc , sans former lequa^ 
tion(/?), il sera toujours possible, entre les quatre équations i7 = o, 
(5), (£), (F) d'éliminer les quatre quantités ^, «, J', «j et Fou 
aura im résultat 

(G) en . , « , >, 4/^» 4>r 

qui sera aux différences ordinaires du premier ordre entre les den» 
variables p y 4^p <, dans lequel « est constante , et qui servira à dé- 
terminer la orme de la fonction 4. 

Posons que celle équation (G) soit intégrée , et que son intégrale 
complétée par une fonction arbitraire de a soit 

W «» •$ Pf 4p, ^«. 

Cela fait , si entre les cinq équations (B) , (£), (F) , (G) , (^ , on 
élimine les quatre quantités p y q ^ 4/^ , 4^/1 » on aura 



en 



^f J't «» «* ♦« 



l'équation intégrale de l'enveloppée développable. Ainsi , et en re- 
présentant cotée intégrale par M =^ o ^ llnt^rale de la proposée 
{/;;=; o $eia le yésultat do MiminatioB de e entre les deux équation» 

m 



(-^) - <•• 



•s 



Nr^ 
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XXV. 

En raisonnant d'une manière analogue ponr les sept antres équations 
ée la canactcristîque ^ on démontre que la proposition énoncée au 
commencement de l'article précédent , a lieu pour chacune d'elles. 
Ko'js n'entrerons pas dans ce détail , et nous nous contenterons d'en 
rapporter les- résultats. 

1®. Si l'équation '/%(;^ — Çcfac c= o est intégrable directement on au' 

moyen de la proposée U=z o ^ et si l'intégrale connue est représentée 

par 

/(*,^, «) = o (B) 

dans laquelle « est la constante arbitraire , la proposée sera suscep- 
tible dé la forme 

F{pf'^qf,x,jr,z)=:o (D) 

dn fera 

» = 4^ (£) 

pf'-q/y=^jf'y . ........: (F) 

Entre la proposée t7=?o et les trois équations (jB) ^ (^ > (^ » ^ 
sera toujours possible d'éliminer les quatre quantités p ^ ^ ^J y s , et 
la résultante sera 

^6) en , ^^ X j '\fX ^ 'Yx^* 

dcmt l'Aiégrale^ 

(H) sera en «> *> 4^i ♦«*!' ' 

et déterminera là formé de la fonction -il Mettant pour 4^ sa 
valeur z , cette dernière équation sera 



(-Ï) en «, a:, «, ^«. 



•\ 



Cela fait , des équations (B) , {K) on tirera les valeurs de « et <^ , 
ei si f on représente ces valeurs . ^ 
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irintégrale complète de la propulsée U=s o sera 

a». Si l'équation (Pp-hQq) da:~.pdz=o est îûlégraWe , et si «o» 
intégrale connue est représentée par 



/(a:, «, «) = o 



(fl) 



la proposée ?7= o sera susceptible de la forme 



F un 



(On fera 



7-.» .*»/•» «J5=p . ....... 






(F) 



et il sera possible d'éliminer les quatre quantités p,ç , a:, centre les 
quatre équations U=p, (B) , {£) , (F). Le insultât de cette éli^ 
mination sera 



(P) W 



^9 *> 4«f -V», 



,dont rintégrale 
(iST) sera en . < 



mettaut dans celte intégrale pour 4« sa ^valeur y, tirée d» (JE), 
(JT) en 



on aura 



^J'f f# .4>f • 



% • • 



• • 



cela fiât, si de (5) et (K) on tii-ples vidpojs. de ^, ^^ , «« » o© 
l^présente ces valeurs par 

l'intégrale complète de la proposée Usso sen. 



• • i 



N^^M, 



i I 



5«. Si cesi l'éqwttion (/>+ Ç)y) dy^Çdz^ o qui est int^aUe, 
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et si son intégrale connhe est représentée par 

F(y-, *, «) = o . . .ï::v:: . (5) 

b proposée Ussio sera susceptible de la forme 






ef Ton opérera comme dans le cas précédent. 
4*, Les deux équations de la caractéristique 

Pdp + (-¥+ pZ) da:=2 0, 

l^ardennent à* la mémr enveloppée dont Téquàtion intégrale est de 
la forme générale 

et dont les deux équations aux différences partielles sonr 

• • • • 

p = ^fx , q — v^j.^ 

Donc , si la première dt ces deux équations de la caractéristique, peut, 
au moyen de la proposée 17 == o , être réduite aux deux variables p^x^ 
la seconde sera réductible aux deux variables q i jr y et réciproque- 
ment. 
Soient leurs intégrales 

dans lesquelles « et ^c sont les deux constantes arbitraires. L'équation 
mtégrale de l'enveloppée strà 

et si Ton repréiiente cette équation par ifif = o , l'intégrale compile 
de la proposée {7=0 sera le résultat de l'éliminalion de et entro 

les deux éqjjaatioiis Bîzszo y et -^ = o. 



\0Êef^ 




5*. ^\ réquatîon de la c^raçtériâ^iqiM .; 



I. .# 



I • I • > 



Qdp±{Xr^pZ)ày^x,, 



est rendue intégrable ou mo;)rea d© la piK^osée U-cs A ^ .^ ^i celte 
intégrale connue est 

v' f 

dans laquelle « est la constante arbitraire , ^ proposée sera.suscep^ble 
de la forme 



' t ' 



on fera » » ^ ' 

pqfi<-\r*f'^P'^y . ;. .'., (E) 

, qP'^xff^./'^i ^/T) 

entre les quatre équations r= o , (B) , (E) , (F) , H sera toujours 
possible d'éliminer les quatre quantités ;? , ^ , a: , z , et la résultante sera 

(^) ^° • • *. r. 4^. 4>, 

dont l'intégrale 

< 

(ff) sera en .'. , ., .., , . . «,j. 4jr, ♦«, 

G<^a fait , si eatre lés «iitiq équations (5) ,'(£),(:?») , (G) , (iSQ , ou 
élimine les quatre quantités /> , y , 4j , 4>- , on aura eno:,^, z , « , <p«, 
l'équauon intégrale de l'enveloppée -, donc , si l'on représente cette 
équation par il/ = o » l'intégrale complète de la proposée £7= o sera 
le résultat de l'élimination de « entre les deux équations 



\ 



6'. n est éirident que « c'étoit J'équaUou de la caractéristiqp^ 
qui fût intégrable directan«ut , ou reûdue telle au mo/en de la 



' (409)- 
proposée Z7 =r o , tout seroit * commb 'àùXkS Id cas précédent , et 
changeant peljr respecttyeÉhent eu q et ao". 

Les considérations géométriques sur lesquelles nous venons de 
fonder la récBerche* des équations de la caractéristique , sont familières 
aux élèves de l'Ecole Polytechnique j maià eUes peuvent être pénibles • 
pour d'autres lecteurs , et nous croyons devoir conduire à* ces mêmes 
équations par un procédé purement analytique. Nous allons d'abord 
le faire pour le cas des équations linéaires ^ nous passeront ensuite 
au cas généml; . i - 

' ■ ' XXYL ' 

On sait qu^ane équation quelconque aux différences partielles de ' 
premier ordre appartient à l'enveloppe de l'espace parcouru par une 
surface donnée , mobile en vertu de la varîatipn d'un paramètre a , 
et dont l'équation intégrale renferme de plus une fonction arbitraire 
de CL qui a disparu par la différentiation. Mais cette même équation 
appartient aussi à chacune des enveloppées qui sont renfermées sous 
Fenveloppe ; car chaque enveloppée est un cas particulier de l'en- 
veloppe , elle est ce qui devient l'enveloppe lorsque le paramètre « 
est constant 

D'après cela ^ soit proposée l'équation linéaire générale 

Pp + Qç^L (J)^ 

, ^ns laquelle les, trois coefficiens P yÇ ^ L sont donnés d'une manière 
quelconque en or ,^ , 2 5 si cette jéquatîon., qui ne contient pas a expli- 
citement , peut appartenir à chacune des enveloppées individuelles , 
il faut bien qu'eUe contienne au moins implicitement la quantité « « 
qui est constante pour chaque enveloppée , et dont les différentes 
valeurs déterminent chacune d'elles en particulier 3 et il n'y a que 
les quantités p , q qui paissent la contenir. Mais ces deux quantités ne 
sont point indépendantes ; elles Ont entre eUes une relation exprimée 
par réquation 

dz = pdx + qdy , 

^' résulte de leur dâhûtioiu Oa peut donc , au moyen de cette 

5a 
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dernière équation , chasser de la proposée Fane de ces deox quantités y 
et l'on aura l'une des deux équations «uivaDtes : 

piPdjr^Çda:} = •- Ujr - Çdz. • • (5) 

q {Pdjr ^ Çdx) =: -- LdJC -\- Pdf (C) 

dont il nous suffira de considérer une seuje , la première , par 
exemple. 

L'équation (B) , dans lacjuellc p renferme implicitement « , est aux 
différences ordinaires ; elle appartint donc à toutes les enveloppées , 
pour chacune desquelles l'arbitraire « a une valeur constante , mais 
difiérente. Si donc , considérant une certaine enveloppée pour la- 
quelle la constante arbitraire a une ceruine valeur « , on passe à 
l'enveloppée infiniment voisine pour bquelle l'arbitraire ait la va- 
leur et + rf« , il est clair que l'équation de cette seconde env^lojq^e 



sera 



{p'^C^)^*} {Pdj-Q^} = ^J"-<^- • • (^) 



Or la caractéristique de l'enveloppe n'est autre chose que l'i 

tion de deux env^oppées co^s^utivos : donc , les é<piatîons (B) , (D) , 

qui appartiennent à deux enveloppées consécutives , sont celles de la 

caractéristique 

Si l'on retraAche (B) de (P) ^^oï^sl 

i*^— ^*Ci=0, 

en vertu de iaqueîlc (D) donn^ ^ ^ 

. • • 

. t » . . . J • ; ^ 

Enfin , «Uiuinant djr enti» «qç d«a 4*rnière8 , «n^ encore 

, Ldoc^^ Pdz z;^ o, . 

Ces trois équations aux diflféreoçeç <vdm^ipt^ , 4^)?^^) quelçopV* 
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est une swte nèoessairc des deux autres j sont celles des projeetrotis 
de la caractérisdque sur les trois plans rectangvlaines , que nous av^ofls 
traitées dans l'article XIV et les suivans. 

Il est évident que l'opération que nous venons de faire se réduit à 
différehtier réqiiaûoh '{B) , en regardant p comme seule variable ; ce 
qui donne inunédiatement 

Pdj — Çdx = o , 

I 

Ldy — Qdz = 6. 

Si Vcfti eût différeûtié (C) , en regardant rj cortme seule* variable , 
on wxtoit eti de même 

Pdy — • Qd<x: 3c o ^ 
Idoo-^ Ab se o ^ 

ce qui est le même résultat. Passons maintenant au cas général* 



,1 



xxYii. 



Locsqu^ r^^pialipnnux diffiSremis j^actieUW. du plemier ordive n'est 
pas li^iMfQ > l'opératÂm que non» t^nOnSi dfe &mi,i. etjqpi' opouisM 
à substiti^evi p^ur fwit* 4ts. ^aiMtés. ^ » f ». ha ^nSàxa .prtse'das» 
d% :=Àp^d,X'^^djr ^ et à dîfférenlièv enswtte .es- regardant ccInttMr 
seiide variaUb celte de eesdéux ^ttMlilés qui nste , tiefournit qu'une 
seule équation pour la caractéristique » et n'est paa saftiante* Pouàr 
avoir les deux équations de cette courbe par une même opération ^ 
il &ut différentier la propbsée une feis'âui différences partielles. 

Soft qwQfMée; f é<|wtiQD 8é9<^ '^ * 



t > 



^{/»»^.*»r».*}=*® 



y 



et supposons que i sa^ dtfiérentidle.X2rd^ivuTO jsoft . 



MfJJ 



dans laquelle j^, ^*, X\ Jr , iJ , sont données en ;; , q\x^jry z , par 



i 



I 
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la dîfTérentiaiion ; ses deax différentielles partielles prises eoDi' r^rdant 
d'abord a: ^ puis^ camme seules variables^ seroipti > 



.i 



Pr+Çs + X-\-pZ=,o. (B) 

g • * • - • • 

De ces deux équations , il nous suffira d'en considérier une seule , la 
première , par exemple. 

L*équation (B) , qui est aux diflférences partielles du second ordre 
et linéaire , appartient à une surface plus générale que celle de la 
proposée , et qui a dqux caractéristiques ; m^ais de ces d^eux carac- 
téristiques , l'une lui est commune avec la sufiace de la proposéet 
et l'autre est connue ; car on sait que cette nouvelle caractéristique 
a pour équation djr = o- , ou jr :=^ (t. Donc , les équations de la 
première caractéristique de' la surface à laquelle appartient l'équa- 
tion (B) seront aussi celles de la caractéristique de la surface à laquelle 
^ appartient la proposée. ^'^ * ' > > 

En considérant l'équation (B) coranie appartenant à Fenveloppée 
mobile en vertu de la variatron d'ttn paramètre « , les deux quan- 
tités r , s sont les seules qui , en passant d'une enveloppée quelconque 
à la suivante , aoieneaAttées de la variation de «*; car si la carac- 
téristique est l'intersection de deux enteloppées consécutives , eBer 
est aussi 'Ont ligne de eonta^t ponr t^es dent surfaces*, et , en pas-- 
aant de l'une à l'autre , les quantités f^ , ^, ne changent pas , mais les 
deuxquantiftéi^ r, f , ne 5ont pas ind^ondantes ; dlea sont liées encre 
elles par l'équation V • ' ? . ^ 

^ . idp z:z rqjci^sar^ , . . •; j: 

' • . *'- f ••.)*ïi' .•• ...il- ZiU. f'ii»' '.'. •' 'T • ' .j » '^-V' • '•* '^'-^ ** 

qui est Texpression de leur définition «et 'an nvoyen dé làqndÛë^îI 
^ est facile d'éliminer de (B) l'une quelconque d'entre elles ; ce qui 
produit Tune des deux équations suivantes; ^ *^ 

s{Pdy— Qdx } ^ { Ftfj + (jr+/>Z) tffc } ^ o . . . .(D) 
dont chacune aj^artient à une çnveloppée mobile « et ne» , conUent ^ 
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qu'une seule quantité s on r qui soit variable en vertu de la variation 
du paramètre c. De ces deux équations , il suffit d'en considérer une , 
lat première , par exemple. 

En raisonnant comme nous avons fait dans Tartide précédent , 
il est évident que pour avoir Féquation de la caractéristique , il faut 
difiereiitrer Féquation (/)) de l'enveloppée en regardant « , et par 
conséquent s comme seule variable ^ et parcp que s est linéaire y 
cette opération produira les deux équations 

^i appartïenclront à la caractinstïqae ^ et au moyen desquelles ^ et 
des deux sviyaiites 

âssatpdx-^qdjr^ 
on peut former les àix équations de l'article yr^r 



ÎXVIIL 

Si Ton différentaoit (E) e» regardant « et pat» conséqueat r comm» 
seule variable ^ on auroit les dix équations 

Pdj — * Qdx = o , 
Çdp^{X^pZ)dx^o, 

qui produisent également les dix équations de l^artide Xllt. 

Au lieu d'opérer comme nous f avons fait sur l'équation (B) , on 
auroit pu traiter de même l'équation (C). En effet , si l'on chasse d^ 
cette équation Tune des deux quantités s^ t ^ au moyen de 

dq ss sdx^tdjf 
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on a r'ane des deux équations suivantes : 

s{Pdj^Çda:}+Qd^ + Çy'^^Z)dy =o (G) 

dont là pfemiëre difierentiée en régardant « , c'ést-à^^dire i comme 
seule variable , produit les deux é<piations 

« 

Pdç ^ (y-^ 4fZ)dx = o , 

qui fournissent les dii équations de Tarticlé Xttï ; et dont la seconde 
difierentiée en regardant « , c'est-à-dire s comme seule variable » 
produit les deux équations 

Pdj^Çdx = o, 

■v > 

qui remplissent le même objet. 



% '« 
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CONSTRUCTION 

DE LÉQUATION DES CORDES VIBRANTES, 



Lorsque les fonctions arbitraires qui complètent les intégrales des 
équations aux différences partielles sont toutes composées de la même 
quantité , c'est-à-dire , lorsque les surfaces qui appartiennent à ces 
équations n'ont qu'une seule caractéristique , nous ayons vu qu'il 
étoit toujours ipossible de déterminer les formes que les fonctions 
doirent avoir pour que la surface passe par autant de courbes arbi- 
traires données qu'il y a de fonctions , ou soit circonscrite à autant 
de surfaces données arbitrairement , ou soit normale à ces dernières , 
et que cette opération n^est sujette à d'autres difficultés que celle de 
l'élimination algébrique. Mais lorsque les fonctions arbitraires sont 
composées de quantités différentes, le même procédé pour la déter- 
mination de chacune d'elles , conduit à une équation aux différences 
finies. Toutes ces équations doivent être intégrées , et leur intégration 
introduit autant de fonctions arbitraires nouvelles qui doivent être 
déterminées par d'autres conditions dont la question est susceptible. 
J'ai cru qu'il étoit convenable de donner un premier exemple de cette 
opération , et j'ai choisi celui de l'équation des cordes vibrantes , 
moins par l'intérêt qu'inspire xme question qui a ctc traitée avec le plus 
grand succès par les premiers géomètres, et sur laquelle je ne me 
propose pas de revenir, qu'à cause des facilités que présentent les 
conditions auxquelles cette question est ordinairement soumise; ainsi 
mon objet est de pure géométrie analytique. 

I. 

[Fig. I.] Si Ton conçoit qu'une corde élastique ci imiforoie AB ^ 
tendue en ligne droite entre ses deux exu^émitcs fixes A^ i?,par un poids 
déterminé , soit écari^ce de sa position par une cause quelconque 
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qui lui fasse prendre la forme curviligne AMB ^ infiniment peu 
diflerente de la droite AB , et que cette cause vienne à cesser subi- 
tement dans toute 1 étendue de la corde: la corde abandomiée à elle* 
même tendra à reprendre la forme rectiligne ; chacun de ses points 
S6 portera vers la droite AB ayec- une force accélératrice, et, en 
arrivant dans cette droite , il aura une vitesse acquise en vertu de 
laquelle il Continuera son mouvement de l'aiitre cdtc^ mais alors il 
tendra de nouveau la corde , et il éprouvera une résbtance toi^ours 
croissante, qui lui fera perdre p^u*àrpeu toute sa vitesse. Lorsque' 
tous )es points de la carde auront ainsi perdu leurs vitesses , la 
corde aujra une nouvelle pos^ion AM^P , dans laquçUe elle sera 4^ 
nouveau abandonnée à elle-même , et de laquelle elle se reportera 
vers AB pour passer encore au-delà , et ainsi de suite. Elle oscillera 
donc de part et d'autre de AB dans ob même plan; çt le mouvement 
d'oscillation ne cesseroit pas sans quelques résistances , dont la prin* 
cipale est celle de Tair dans lequel il s'exécute. 

Pour p.asser de l'état initial AMB à l'état final AMB^ Is^ corde 
çmploip un certain tenis , et dans tous les instans intermédiaires , 
elle est pliée suivant une courbe AmB , AvfiB , dans l'équation de 
laquelle doit entrer le tems écoulé depuis 1^ commencement du 
mouvement ; pe tems est une quantité constante pour clique courbe 
çn particulier, et variable d'une de pes combes à l'autre. 

Depuis ^ongtems \e% géomètres se sont occupés dfs l'équatipn de 
}a courbe AmB ; en nommant x l'ordonnée AP comptée 4ans le 
sens de la longueur de la corde , % ^ordQn^ée Bm qui lui est perr 
pendiculaire , et j le tems fécpulé depuis le commencement di| 
mouvement, ils ont trouvé que l'équation de cette cpurbe f^toif 



( ddz\ fddz\ 



ou, suivant la notation que nous avons employée jusqu'ici, 

r — oVsso 



f 



dans laquée a est une constante qui dépend des dimepsions, do 
la densité et de la tension de la corde. Là même équation exprime 
Aussi le mouvenieni d^une molécule d'air dans la propagation du son. 
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Il est assex remarquable qiid celte équation^ .qui est du ^econil 
ordre , soit la* première équation; aux différences partielles que Ton 
ait intégrée complètement. O^' «st ! leddfvable de son intégraûdn à 
MM. d'AIembert et Euler., qui en mit; déduit i'expliéation des ^ptfiii- 
dpaoz phénoniciies qdé. présentait les cordes vibrantes et les^ lois 
de la propagation du son. M. Lagrange a traité depuis la' même 
matière avec la généralité et^ lietc|^aBC^''c(u^ lui sont ordinaires. 

Je vais d'abord exposer rapidement, l'intégration de l'équatldn ) 
je passerai çnsuite à la construction de' l'iiltégrale qui est mon objet 
priacipaL' ♦. n?r o- -^--Ai . •• L'i ,•. ^- . -. . >.• • ^ ..I 



; fï^ • 



; 'î fl A-:' :•• ^-ûl'» ; *»• 



> I >}'(l 



» * "^ 



c. ' 



*M' c J'I , i) 



On sait que lorsqu'une équation aux ditferences partielles du second 
ordre est linéaire ou dè^ïa^fortoe- '*' \ 



I ^\ 



; 



^Lt'-\-a!fs^wt^ 



r n*:o 



OD a pour cbacmie de se$ deiix caractéristiques les deux équations 

Ldj* — Mdxdj- + Ndœ* = 6 
Ldpdj^ Ndqdàç^=:^JS4^dj. 






Dans le cas de l'équation des cordesi mbras^es r — a>r = o , on aura 
donc pour chacune des deux caractéristiques les 46ux éq^ations 



I. 









•■ 1 l 



La première est composée^ fes^deinr fafcteurs^ 

rf^— -a€ir = o, ii' 

dont les intégrales sont . . 

jr-j-aa: = ce, 






'v'. 



v\ 



Ce qui prouve que la surf^ieie ardçux:oacactéristiques indépendantes: 

que chacune de ces courbe^ f^sL<^n&; ^ P^^n perpendiculaire à celui 

53 
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def so%y % <mistaiiime&t parallèle à lui-même : ei aptt £ea denx pfains. 
font avec la ligBf des ^ » et de pMt et d'autre de cette lîg«e, de» 
azigles égaux entre eux, et dont' la langeiite est égale à la constèmè a* 
Xin oie oettsklé)neiit ^pe iai(]iremièrp des deuv iearaeidmiîqaes^ 
et «ubstituam pour ^ la valedr ■■i^ arfrr qui lui eowwit, J^sAïad^ 
dqnatioA dévient -^ 

dont l'intégrale e3t ; . 
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Les quantités « , jB sont donc toutes d^^xz constantes pour la pre*' 
mière caractéristique ; eDea serottt par conséquent fonction l'une de? 
l'autre pour tous les points de la surface , et l'on aura /i = ^«, Ainsi 

1^ + û^ = ♦ (^ + tfa^). 

sera une des intégrales premiefts de ia prûppsée , et cette intégrafe? 
sera complétée par la fonction aii>i traire ^. 

I>e mèiifte , en ne eonaidërant que la seconde ewaccer[sisi|f e ^ 'Sf 
substituant pour dj la valeur ar2r qui lui convient y la seconde 
équation devient 

d<mt l'intégrale est 

Les quantités J^ ff seront donc aussi toutes deux constantes pour 
la seconde caractéristique ; ou, ea-*GOCK;lura pareillement que }a seconde 
des deux intégrales premjàrai. 4$ la^propo^i^^^ft 

complétées par la fonction aièilrt^ 4- 'Ainsi les deux intégrales 
premières sont < 

A^ + «y = ♦ (7 + «^) f 

p — o^ = 4 (7 — . axy. ' 

• ' ' » 
De ces deux équations , on lire ^pMr-f^ ^ f les yaleurs suivantes 
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( 4i9. ) 
«fal* aobatîméâs dans dtcxpdie-^'q^.t towatait 

2 adz = (dr + ado:) ^ .^— (d^^ — adjc^ 4 s 

^éqaartion âtuc différences ordinaires qui est intégrable par les qitadra- 
tnres , qudiles que sôieni les formes des deux fonetioas , et dont 
/intégrale est de la forme 



> I 



* as ♦(^-4- «&:)•+• ♦,(([/• — fljc). 



Cest cette équation qiû est l'intégrale seconde de la proposée , et qui 
eèt complétée par les deux fonctions arbitraires ^ » "i^ » composée» 
des quantités différentes jr 4- ax et ^ — aa:. 
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Pour construire Tintégrale que nous venons de tronyer , 
d'abord que si Ton avoit séparément les deux équations 

eBes seroiem cdles dfe deux stirfaees cylindriques à basses quelconques , 
parallèles , l'une à la droite menée pat Terigine dasis le plan des 
a: y J'y et qui auroit pour équation 

fautiie k la droite menée par k même points dans le même plaB| 
et qui aûroit pour équation 

et les bases de ces deux snrfaces cylindriques, considérées dans le 
plan des ^f z^ auroient pour équations 

Pune ' t^ss^f ^ 

«t Fafutre «ir^r» 

Donc » tt «pijbi atoir mené par l'Qiigiae dans le ^ba des Xtjr, deux 
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droites situées de pàn ec • cr autre ^ de Taxe 4cs?'a:, et qui fassent avec 
cet axe le même, angle doat la tangçnte est^a; et si, après avoir 
tracé dans le plan des j'y z deux cout'bes arbitraires destinées 
à être les bases des stir/^ces cylindriques ; .on .conçoit que le plan 
d'une de ces bases se meuve , pai;allè)cipetit à lui-inéme le long de 
la première droite , et que le plan de l'autre se meuve parallèlement 
à lui-même le long de la seconde , on engendrera deux surfaces 
cylindriques telles que si ; pour' un point Ijuelcèûquè pris sur le plan 
des oc^y^ on construit une ordonnée z égale à la somme des 
ordonnées des deux surfaces cylindriques , rcxtrémité de cette ordonnée 
sera dans la surface demandée. 

Ainsi , pour construire la surface par points , if ne s'agît plus que 
de déterminer quelles doivent être les bases des deux surfaces cylin- 
driques , pour que la surface salisflisse aux conditions particulières 
que comporte la question des cordes vibrantes. 

• ' ' ' IV." ; 
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Au lieu de construire la surface par points^ on peut Yengendrer 
par le mouvement de l'une ou de l'autre de ses deux caractéris- 
{iqures. En eflei^ si par les.dçux droites tracées dras le plan d»s 
cc^.j- et dqnt ^^^ équations ^ sont . 

j + ax= o, 

pn 'conçoit deiix plans pèrpendiculaii^s à cfdui des a: , j ^ et qui s# 
couperont par conséquent dans l'axe ^s z , chacun de ces planj 
coupera celle des deux surfaces cylindriques a laquelle il n'est pas 
parallèle, suivant une trace q^el^pburracfegarder comme une autre 
^%e de cotte -surface. Si l'on conçoit qne le plso^ de rime quelconque 
de ces traces se meuve paralldemeat a lui-mêpie sans tourner , de 
manière que le point de ce plan qui est arbîrigînè parco\i'reTàulre trace 
{ce qui peut se faire de .deux manioi^fi^ j^elon que c'est l'une ou l'autre 
trace qui est regardée comme m[<^ej^y;la trace mobile engeiidrera b^ 
surface dont il s'agit; car il est évident que , pour chacun des points 
'de la^ saiffaèe ebgendrée/roidi>ba&'^liri^Mte^^gl^^ 



^ 
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ordonnées correspondantes des deux surfaces cylindriques , , et qpit. 
l'équation de cette surface sera 

% 

3 

i5 = o (j^ + aa:) + •*' (^ — aac). 

U faut observer que les deux traces génératrices ne sont autre 
chose que les deux caractéristiques > car ces traces sont dans des plans* 
mobiles dont les équations sont 

pour l'une jr -f- ax = « , 

pour l'autre / — aac = et\ 

et que les quantités «, eJ^ dont chacune est Yjr à l'origine du plan 
correspondant , sont constantes chacune pour la trace à laquelle elle 
appartient. 

Or, les deux traces sont faciles à construire d'après les bases des 
deux sur£sices cylindriques ; donc , pour engendrer la surface par le 
mouvement de l'une de ses caractéristiques , il ne s'agit plus que de 
déterminer quelles doivent être les bases des deux surfaces cylin- 
driques pour que la surface satisfasse aux conditions que comporte 
la question des cordes vibrantes. 

Examinons quelles sont ces conditions; 

' V. 

Dans l'équation des cordes vibrantes , la quantité ^ exprime le 
tems écoulé depuis l'instant où la corde ayant été écartée de sa 
position en ligne droite , a été subitement abandonnée à elle-même ^ 
et pour chacune des formes que la corde prend ensuite successi- 
yement ^ cette quantité jr est constante. Or , en géométrie , nous 
regardons cette même quantité comme une dès trois coordonnées 
rectangulaires. Donc, si l'on conçoit que du moment que la cordé 
est abandojunée à elle-même , le plan des x , z dans lequel s'exécutent 
les vibrations se meuve uniformément sans tourner , et restant tou- 
jours perpendiculaire aux jr , la corde vibrante , entraînée par ce 
plan mobile , parcourra une surface qui est celle qu'il s'agit de 
construire; et il est évident que toute section faite dans cette sur&ce 
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par un plan quelconque perpendiculaire aux y , dcHmen la ^[we 
de la corde pour le tems^ qui détermine la position du j^an coupant, 
[Fig. IL] Cela posé , on suppose que les deux extrémités A^B^àt 
la corde sont fixes et ne participent pas aux Tibrations ; ces deu^ 
points n'auront donc aucun mouyemeot dans le plan mobile , et ils 
parcourront dans le plan des œ^j des droites AC^ BD perpendi^ 
salaires aux oc ; d'oii il suit que la surfiice enfiandiré» paiiseca , 

i<>. Par la droite AC j . 
a°. Par la droite BP i 

S^, Il est évident que la surface doit passer par la courbe suivant 
laquelle elle a été pfiée dans le plan des cr , js au commencement 
du mouvement; courbe qui doit être donnée arbitrairement et connue. 
Nous la supposons ici çoud^ée sur le plan des œ^jr en AMB. 

4"" . Enfin , au conmiencement du mouvement , c'est-à-dire , lors- 
qu'on abandonne la corde à eOe-môme , la vitesse de la droite A^ 
est naissante , et par conséquent nulle : l'ordonnée d'un ^oml qu^K 
conque de la courbe donnée AMB doit donc être un maximum dans 
le sens des jr ; donc , sur la sur&ce , et pour tous les poicnts de bl 

coiurbe initiale A3ÎB j on doit ayoir ( ^^j^ \ za: (^. U suit de là que 

la surface doit être perpendictilaire au plan des x , i^ daps toute 
l'étendue de cette courbe. 

Voilà donc quatre conditions indépendantes auxquelles les bases 
d|^ deux sur^es cylindriques , ou Tes deux fonctions et ^, doivept 
satisfaire, pour qujs Tintégrale générale 

cônvieniie au cas particulier des cordes vibrantes ; tandSs qae si les 
deux fonctions qui entrent dans cette équation étoient composées de la 
même quantité , et affectées de coefficieus pour n'être pas réductibles 
à une seule , deux de ces quatre conditions sufBroient pour les 
déterminer toutes deux d'une manière complète. 

Recbcrchons actuellement ce que cbacunè des quatre conditions 
que nous venons d'exposer exige de la part des deux basçs des surfitces 
cylindriques. 
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rPigi H.] L'ongme des coordonnées rectangulaires étant placée au 
point ji , qui est l'une des extrémités de la corde vibrante y il esl 
évident que les deiu iquâtioBS de la droite jiC sont 

Or, là première condition énonce que la surface doit passer par celte 
droite ; il faut donc que si Ton substitue pour x et z ces valeurs 
dans l'équation 

celte équation soit satisfaite ; on aura donc * 

ce qtii établit tine première relation entre les deux fonctiOlis arbitraire^ 
« , ^. Il suit de là que les bases des deux surfaces cylindriques sont 
parfaitemcùt opposées , puisque pour la tnàfue jtj leurs ordonnées 
sont égales entre elles et de signes contraires ; c est-à-dire ^ que si 
l'une quelconque de ces bases faisoit une demi-révolution autour dd 
Taxe jiC des j^, elle s'appliqueroit exactement sur l'autre^ Ainsi , si Tune 

de ces bases étoit représentée par la ligne pleine '^M M/ 'JU M' M M^f^ 

l'autre le seroit par la ligne ponctuée . . . **iV **iV ^N A' iV'^ AW, 

dont les coordonnées correspondantes GM et GN^ sont partout 

égales entre elles et de signes contraires. 
Voflà tout ce qu'exige la première condition prise isolément^ 
Cest pour diminuer le nombre des figures que. dès à présent j0 

donne aux b^ses une forme particulière qui sera justifiée dans la suites 

VII. 

En nommant A la longueur AB 4e la cMàt vibrant» ^ las 4eat Iquft* 
tions de la droite BD sont 

9=1 A ^ 
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or d'après la seconde condition., la surface doit passer encore par 
cette droite 5 donc, si Ton substitue ces nouvelles valeurs de a: et z 
dans l'équation intégrale , il faut que cette équation soit encore satis- 
faite j on aura donc 

♦ (^ + aJ) + ^ ( J — ^) = o , ,i L 

ce qui établit une seconde relation entre les deux fonctions arbitraires. 

Actuellement représentons par u la quantité j — oo: qui est sous 
la fonction '^^ : la quantité j-'^-ax qui est sous l'autre fonction ^ sera 
1/ + 2 a-^ , et l'équation précédente deviendra 

et par conséquent 

♦ (^ + 3 a^) + 4^ = o. 

En vertu des deux premières conditions considérées simultanément , 
on aura donc entre les deux fonctions * et ^ les deux relations 

équ^atîons qui , retranchées l'une de l'autre , donnent 

.... . ' " 

et par conséquent - • .... 

'^ j(^j '^ :x aA) — *-^ = o,' 

Ainsi , pour chacune des deux fonctions ^ et ■*• , on a une équation 
qui doit servir à la déterminer. 

Les deux équations que nous venons de tromper , Funé en * , Fautre 
in -ir , sont aux différences finies , et pour c'hacune d'elles , la différencp 
finie de la variable principale j est constante et = aaA^ c'est-à-dire, 
qu'eu faisant pour les deux fonctioAS 

on O' pour rûne ^ A*^ i=: o , ' 

et pour l'autre A^ = 0. ' 

6r, ces équations aux différences finies sont trcs-simples , et leurs 
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intégralesf expriment cvidi^mpicnt que cliacnnc des bases des deux 
surfaces cylindriques est une courbe périodique dont toutes les périodes 
constamment étendues de la quantité 2aA dans le sens dcsj-, sont 
égales entre ellfs , de manière qu'étant toutes superposées , elles 
coïncideroient par&itement; mais elles ne statuent rien sur la forme 
4«ne de ces périodes qui doit être déterminée par d'autres cQn*" 
ditions. 

Donc , après avoir mené par Tprigine A ^ et dans le plan des jc,^ , 
les deux droites JB^^ A^B , faisant , de part et d'autre de AB , l'angle 
dont la tangente est a , jusqu'à ce qu'elles coupent la droite BD dans 
les points 5', '5, ce qui donnera BB^=, aA et B '5 = — aAj et par 
conséquent B' ^B = 2 qA , si sur Taxe AC de$ ^ , et à partir d'un 
point quelconque , on porte cette quantité B^ ^B un hombre de fois 
Indéâni tant- en av^nt qu'en amère, on déterminera siur cet axe une 
suite d'intervalles égaux ^^AA^ A ^^A . . . etc. pour lesquels les parties 
correspondantes de cl^ue ba^e seroQ't par&Uement égales entre elles, 
et celles des deux bases seront aussi égales entre elles , mais en stixs 
opposés l'une par rapport à l'autre. 

Voilà tout ce qui résulte des deux piremières conditions prises 
simultanément. La nature des périodes doit être déterminée par l(ss 
autres conditions. 

VIII. 

Considérons actueHement ceDe Ats conditions que nous avons 
énoncées la quatrième , et qui comporte que la surface , dans sou 
intersection avec le plan des x , je , soit partout perpendiculaire à 
ce plan , c'est-à-dire , que pour tous les points de la surface qui sont 

dans ce plan , on ait f -^-y— j = o. 
Si l'on diiOférentie l'équation intégrale 

« = ♦ ( J^ + «^) + * (/ — «of ) , 
eu regardant^ comme constante, on a 

54 
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mais pour le plan des x, x, on a 



(w) = "' 



donc , si Ton sabstitue ces yalefurs,, l'équation précédente doit être 
satisfaite ; on aura donc 

• * 

♦'(«^) + **( — 01?:) = o, 
et par conséquent en général 

équations aux différences ordânfldres» que Ton peut écrire d^ 1% 
manière ayante 

et dont rintégrale est 

■ 

la quantité s e étant la constante arbitraire introduite par Fintégration p 
et qui est toujours la même , quelle que soit la valeur de 7^. 

L'équation que nous venons de trouver est entre les coordonnées 
des bases des deux surfaces cylindriques -, mais ^ en vertu de l'art. VI y 
pu a 

*(—/) = — *(— 7) > 

donc , si l'on substitue successÎTeraent pour ces quantités leurs valeurs, 
on aura les deux équations aux difl'ércnces finies 

dont chacune appartient à une des bases en particulier. 

Avant que d'aller plus loin ^ il convient de déterminer la constante 
arbitraire 2€. 
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IX. 



Chacmie des équations aux 'différences finies que nous venons de 
trouver, a lieu pour la base à laquelle elle afiparlient , quelle que 
soit la valeur dé jr. Considérons le point de cette courbe qui cor- 
respond à l'origine A , et pour lequel on a j^ r=: o ; la première de 
ces équations deviendra 

o(o) + * (— o) = ae/ 

or les deux quantités « (o) et « (-~o) sont évidemment égales entré 
elles , puisqu'elles sont évidemment deux expressions de l'ordonnée 

de la base à l'origine; on aura donc 

» 

a*(o) = ae,. 
ou 

« (o) = c. • 
On trouve de mSme 

*(o) = e. 

Donc la constante e , pour chacune des bases des deux surfaces cylin- 
driques , est égale à l'ordonnée de cette base à l'origine. 

D'après cela , considérant sur chacune des deux bases le point a qui 
correspond à l'origine, si pour chacune belles on mène par ce poiaf 
une droite ac parallèle à Taxe AC des y , et qui en sera distante 
de la quantité ■+•3^ pour fune, et — ae pour Fautre ; et si rap- 
portant" chacune de ces deux courbes àk droite ac correspondante'^ 
regardée comme un nouvel axe des y , on représente leurs nouvelles 
ôrdoiinces par îj ^v fjr ^^ on aura pour la première de ces courbes 

€< qui donne en ajou^int 

f (j) + f (— 7) = ♦ (/) + ♦ (— r) — 2*- 

^r k second menA^e- eiâi tiul en vertu de la première équation aux 
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différences finies de l'article précédent; donc on aurt< 

\ 

on trottveroit de même 

/■(r)+/(-^) = o. 

Aiasi ^ à la place des deux équations aux différences fiiiies de TarûcTe 
précédent , raj^ortées au même axe jiC des ^ » on a pour lesi^ 
deux bases ^ rapportées chacune à son axe particulier ac , la même* 
équation aux différences finies délivrée de la constante arbitraire e,. 
c'est-à-dire , qu'en feisant pour les deux base^ 

on a pour Tune A f;' = — :i ff , 

et pour l'autre A/jr = — 2/y^ 

m 

■ X. ' ' 

t ■ ■ , , 

Les équations aux différence finic;s ^e nous venons de trouver 
Sont faciles à intégrer y et leurs intégral^ expriment évidemment que 
pour la même base deux ordonnées qpelconques Uf^, ^u W^ prise^ 
k distances égales et de. part et d'autre du point a ^ sont égales ei|,ira 
elles et de signes contraires ; donc , pour chacune à^ bases 4e9 
^ux surfaces cj^lii^driques ^ le point a qui correspond à rprig|nQ 
est un véritable centre de la couii>Q y dont toute la partie qui .es( 
dans la région des j* et s négaûfs est symétrique , et semblable à celle 
qui est dans la région des jr et % positifs ; de manière que , si l'une de- 
ces deux parties étoit constiiiîte, l'autre s'ensuivrait nécessairement. 

11 suit de là que si sur la droite tfc , et *à |tartir du point a , on-* 
porte de part et d'autre deux quantités aafy a 'a égales chacune à BB^ 
c'est-à-dire à la quantité a Jt , ce qui «léterminc sur cetlte droite 
l'intervalle ^aa^ d'une période , la portion de la base qui correspond 
à cette période est partagée par le point a en deux parties de même 
étendue dans le sens des r> et doftt l'u^e n^esl auire chose çie k 
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l^pétitiiM de riRiirt* dans la région ^cfiaméiralemem opposée. U en 
est de mâmedes^ deux pâi^odes da!^^^ ^a ^'^â, tt ainsi de suite. Donc 
si ,,à partir du pmnt à on partage ki covirbe, tant en avant qa'ett 
aniëre , en demi«*périodes étendues eiiacune dons le sens des y de 
la quantité qji^ ces demi-périodes seront telles que deux quelconques 
consécutives seront Tune la répétition de Tautre dans la région dia* 
métralemezit opposée.; et que de deux an.dèi^ ^les sçront parfair 
lement égales et senpblables entre ,elles^ Ainsi , pour connolti^e en«« 
Ûàvement les deux bases des surfaces, cylindriques , il ne reste plus 
qu'à déterminer pour Tune quelconque d'elles la forme d'une de ces 
demi -périodes qui dépend uniquement de la figure initiale arbitraire 
AMB donnée à la corde vibrante» 

XL 

Non*seulement la constante e que nous avons employée articles 
VII et yill est arbitraire , mais encore sa grandeur est absolument 
indifférente à la sur&ce parcourue par la corde vibrapte y sur£ictf 
qui est toujours la même quelle que soit la grandeur de la constante e. 

En effet , nous avons vu qu'on obtient les deux caractéristiques da 
ta sui'facc en couparit W deiiûc surfacei cylinrffiqufes par deux pleins 
parallèles ûiix t i Vxm mené par la droite ABf dotit l'équation est 






l'autre m^fiè par Ja droite A }B dont l'équation esl^ 

e^ quVMi jengendre li^ sm^façe parcouru^ par h| corde vibrante r ^^ 
^lisant, mouvoir l'im^ cpiel^çonque de ces deux ^ractéristiques^ de 
mfiâiè^e >que , son plan restant toujours par^lèle à lui-même ^ et les 
z de ce plan restant toujours parallèles entre elles,, le point du plan 
qui étoit d'abord à J'Qrigine , rendu mobile avec le plan", parcoure 
l'autre caractéristique. Or , si l'ordonnée d'une des bases à l'origme 
.^t4*^, celle de l'autre base à l'origine est — e; les ordonnées 
dea deux caractéristiques à l'origine sont donc aussi ^ e pour l'uo^ 
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et — - 6 pour l'autre* . Donc si , pour opérer le .génémtion de la 
surface , on tmnsporte l'origine mobile j^ la. pireouibre . learactérisr 
tique rar la ceurbe de la seenn^e , 0|i abaisse la .première d« ces 
courbes de la qsfeiatiti 6*, et cette oounke aièra passe «dle^ntéme pae 
l'origine. ^ • . , 

Lors donc <jtf ensuite elle se mètit de ^arniërc que son orfgfiin^ 
jhobile parcoure Ik sccondfe / son mouvement est le mèeAë <nie si 
les detMc caractéristiqufei , étant: irnusportces-'èr f origine saijs^ cbaiigeir 
de formes , on faîsoit monvbir fune de niàïiîèreque soft poiht^qtd 
est à Tôrigitie parcourût l'autre. ^ ' ' • ' v 

On peut donc , sans cbanger ni la forme ni la position de la sur- 
face engendrée, donner à la quantité è la valeur que Ton voudra. 
Tout se simplifie beaucoup si l'on fait cette quantité e = o ; les axes 
particuliers ac des deux babes Coïncident alors avec l'axe primitif 
jiC , et la fig. 2 se change dans la fig. 3 oii les points analogues 
,om marqua par les menées lettre,; 
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Four acheter de détenniner . enùëremient les bases des deux suiv 



faces^ çjiiadrîquf^^ fig. 3) , il ne, s'^it plus., que de constriiire» pour 
chacune d'elles la pn^mière dexa}Tpériodejé3fji^^AN'Jf dont l'étendue 
dans le sens des jr est égale à SB^^ 'c'^st=è-^ire à la quantité oA ; c'est 
ce qu'on fera en satisfais|int k la troisiëmç condition de l'article V 
qui est la seule qui n'ait pas encore été employée. Cette condition 
porte que la surface engendrée cqupe le plan des Jc^Zp dans la courbe 
initiale qui doit être donnée arbitrairement. 

Soii^jilHB la couf^e initiale -dôilnéé , ef touchée sur' le' plan des 
x^j\ et, sfrii'G^* uiie^quefcônque^dè sA ordonnées- ;' s« , par-fc 
pîcd G* de celte ordonnée, on mène ^ci» droikéi^ GC*, 'G 'G pa- 
rallèles aux directrice^ AB^eX A ^B des deidix sûr&ces eyliûdriqicsJ , 
et si l'on prolonge ces parallèles jusqu'à ce qu'dles*l»en^ntk«ent Faite 
AC en deux points G' , 'G , il est évident que- p<mr te pom^ et *4e 
la droite AB ^^ les ordonnée^ des deux isurfaices «ylindriquél «rWt 
égales l'une à G^ilf^ et l'autre à »G »iV; doncoû doitawir > 
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mais on a , art. VI , CM :^ — GN» ; 

donc on doit avoir ' G'AT = «GWj 



X 



donc cliacltm^ des ordonnées G^M'. ^G *iV'esi la moitié de l'ordonnée 
cdnnue'Ollf'- 

En opérant de la înéme manière pour tout autre point G de la 
droite ÂB ^ on aura autant d'ordonnées que Ton voudra de la pre- 
mière demi-période de chacune des bases des deux surfaces cylin- 
driques j les bases seront donc déterminées dans toute leur longueur 
indéfinie , et il sera fadle de construire l'ordonnée z de la surface 
poiir un point P' quelconque pris arbitrairement sur le plan des 
a:\Y. Car en menant par ce point deux droites -RP', PP'' parallèles 
aux directrices des! deux surfaces cylindriques , on déterminera sur 
jiC les pies P', P'' des ordannces P^Q^ , P^' Ç" des bases corres- 
pondantes'^ et l'ordonnée a de la surface au point P sera égale à 
la somme' de ces deux ordonnées partictdîèi*es , prises avec le même 
signe si elles sont placées du même cô«é par rapport à AG, et avec 
des signes contraires si elles sofnt de côtés différens. 

U sera également facile d*engendrer la surface par le mouvement 
de l'une de ses caractéristiques sur l'autre , car ces deux courbes 
ne sont autre chose que les intersections des deux surfaces cylin- 
driques par des plans parallèles aux i, menés l'un par la droite AB' 
et l'autre par ^ *-ff , intersections qui sont faciles à construire , puis-^ 
aue les bases des cylindres sont entièrement déterminées. 

XIII. 

La construction par ppints, que ^nous venons de donner pour la 
surface peut être abrégée corisicféraDlcmerit ,' et* ton peht se dispenser 
do la construction des basqç de^ deux surlateî cylindriques. 



( 451 ) 
Soit AB la corde vîbcaate. tendue en l^ae ^droite ( fig, 4 ) , soît 
jiMB la figure initiale donnée arbitrairement à la corde , et que 
nous supposons couchée, eue \» plan àes x^ j; œient ^C , BD les 
deux droites perpendiculaires à ytB par lesquelles nous avons ya 
que la surface devoit passer en vertu des deux piremières conditions 
de rarticle V; à partir du point Jl soit divisée }a droite AC en 
parties AA^ , A'A'^ , A''A'^^.... , etc. toutes égales à l'étendue a ^ 
dans le sens de^ x ^'^^ di^-^ériode y et par tous les poiots A^ 1 
À'^^ A'^'.... ainsi déterminés, soient menées parallclement à AB cl 
jusqu'à la rencontre de lauire droite BD les droites A^B' , A^' J5" , 
^/// ^W.,,j soient menées les diagonale; A& ^ A^B qui fieront pa-r 
rajièles a,ux directrices des surfaces cylindriques; enfin soît comirujiie 
l^ courbe AniB qui passe par les milieux des ordonnées de la courbç 
donnée AMB. 

Cela fait , éiam donné ^n point P prjU arbitraif'anienx sur le plaji^ 
4^ ^ f J* 9 pQur trouver l'ordonnée z de la sur^e e^ ce point , 
on mènera par ce point , et du coté de la droite AB , deux parallèles 
aux diagonales AB' ; A'B ^ et on les prolonge jusqu'à ce qu'elles 
cencontrejit chacupe l'une .des deux droites AC ^ BD ; on les léAé- 
Ciliira lune et IWtre de mauièi^e que ji'anglp de réflexion fait avec 
cette droite «oU égal à l'angle d'/incidence , et on les prolongera 
jusqu'à la rencontre de l'/iutre .droite ; on les réfléchira encore , ef, 
çinsi de suite jusqu'à ce qu'elles parviennent epfîn à 1^ droite AB , 
^t la rencontrent e^tre ses exjtrémités , l'une en un point ç^ Tautre 
en un pomt ^' , ce qui déterminera pour la cou;rbe AmB deux or^ 
données 4fn , ç'n' , dont la somme donnera l'ordonnée z de la sur- 
fape pour le point donné jPj en observant que le signe de cliacune 
ae ces ordonnées partielles est positif, si le nombrp des réflexions 
éprouvées par la oroite qui la détermine est pair , et négatif, si ]< 
|iom|>re de ces réflexions est impair. 

XJV. 

\fi& deux droites menéi^ par le point P ^ ainsi ^e nous venons 
de le dire ^ «près leurs réflexions successives , se rencontrent de 
nouveau dans des points /^ , Z^'..,. )t/ , /!''•... etc. , pour lesquels lei 
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ordonnées z de la surface sont égales à la somme des mêmes or- 
données partielles qn , q'n' , et par conséquent égales entre elles ; 
mais ces ordonnées sont positives pour tous ceux de ces points tels 
que P ^ P ^ P^ qui sont placés dans les demi-périodes impaires , 
€t elles sont négatives pour les^ points p^ , ;?" , qui sont placés dans 

les demi-périodes paires; et parce que tous le^' points -^, -P, -P' 

sont ,semblablemoni placés dans leurs périodes respectives , ainsi que 
les points jjf , /?" dans les leurs , il s'ensuit qu'à chaque période en- 
tière tout se renouvelle ; et que pour connoltre entièrement la sur- 
^ce^ il suffit de l'étudier dans toute l'étendue de la première période. 

XV. 

' [Fig. 5.] En ne coiisidérant delà surface que la partie qui correspond 
a la première période AA^'B^^B^ recherchons d'abord l'inlerseciion de la 
surface par le plan parallèle aux z qui termine la période, ce qui se- 
réduit à construire l'ordonnée de la surface pour un poifU: quelconque 
JP pris sur la' droite A^^B^^ ; il est clair que cette intersection dponera' 
Tétat de la corde vibrante à la fin de la première période, c'es^^-dire 
après le tems exprimé analytiquement par la quantité ^2 aA. 

Si Ton suit le procédé indiqué art. XII , on mènera les lignes F^u u^P 
et Pi^ f^P jusqu'à leur rencontre avec la droite AB ^ or , de ce que 
Tinlervalle AA^ est égal à Pétendue a a A d'une période entière , il 
suit i''. que ces deux lignes rencontreront AB dans le même point 
P; a®, que le point Psera placé sur AlB de la même manière P' sur 
jiitBii . 50. q,;ie chacune de ces lignes aura éprouvé deux réflexions , 
en u , u' pour l'une , et en i^yi^ pour l'autre. L'ordonnée en P sera 
donc égale au double de l'ordonnée Phi y et de même signe j elle 
sera donc égale à l'ordonnée PM^e la courbe initiale et dans le même 
sens par rapport au plan des x^j-. Donc , la section faite par A^^B^\ 
et qui termine la première période est parfaitement égale et sem- 
blable à la courbe initiale AMB , et placée du même côté. 

n suit de là qu'à la fin du tems exprimé par a a^ , la corde vi- 
brante se retrouvé dans le même état ou elle avoit été abandonnée à 
elle-même à l'origine j et parce que tout se renouvello après chaque 
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période , la corde reprend le même éiat à des inlerralles égaux entre 
eux et expriméa par la quaoïUé analyticjue a clA. 

XVL 

Pour connoltre Yis^i de là corde» au milieu d^uue période , il feur 
construire la section de ta sur£itce par un* plan mené par Jf^9 parai* 
lèlement aux z ; c'tesn-àHlîre construire ^ordonnée Â cette sui^aee 
pour uïi point quefconque p' pris sur ^B^. Or , il est dair que st, 
par Ife poînt^;r , on mèùcf h» lignes pp^P'ti pufP jusque I» rencontre 
de la droite ^B , i°. ces droites coupent ^£ dans le même- point /^ 
n^. le point P sera place sur jéB. d'une manière opposée à celle 
dont p est situé sur j4'B^ ; c'est-à-dire que Ton aura PB=zpA^ ; 
S^. enfin les lignés auront éprouvé chacune ua$ seul^ réflexion ; Yor* 
donnée de la surface au point p set a donc égfdf à rordonnçe exiliè|9 
FM de la courbe initiale » mais de »igna çonl^piulre* 

Il suit de la que k section faite par jfB^ est égale ec aenhfaUe k 
la courbe initiale ,* Mais renversée par nappart k eîUe} c'ctt.*44ireque 
sk la courbe initiaie est représanvée [ Fîg. 6. } par JIMB , Tétatî de Im 
corde , après une demi-période, est hr çourive Amdi- placée de Faatqi? 
caié , et idle que le mUieu £; de la droite ^^ est Iç centre de la 
figwe repfçrméç jjjar c€» deiwi courbçç. P'^rè? ç#la > toutes \^ pr- 
don^ces de la secÛQU iaite par 4^B^ [F%. $. ] 59^11 ^«« 9pinima à^Ji^ 
le sens des y, comme celles de la cpurbp ^Jtf$ sont des puivima', 
ainsi cette courbe est un ^tat initial pour la demi-période suivante* 
Donc, Fctendue dune demi-période A A' , AJ^'....eic. , représente 
la durée entière d'une ribralion de la çprde vibrante. 
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[ Fig. 5. ] Hechercb&ii» actoeHemeiU l'état «U, Ift ç^rde m qa*rt de 
la première période. ' , . ' 

Il est évident que si par riniçrsecti<?n E des dei*x, dû^onales AB' , 
J'B , 01^ mène ab parallèle à JJS, et qpo si , jjar çe^e droite, .on, 
Mt passe? wn plaoi parallèle aux z , la sçptio» faiie par ce plau donnera 
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Tétât d^nandé de la corde; il s'agH donc de coastroÎTe ksoidotmées s 
>ie la surface pour les différens pmnts de la droîiè ab. 

•Opérons d'abord pour le point £ qui est lo milieu 4eè*. D'après 
la , construction , Fardonnée » de la «upfcce ^n ce pOÎM en égdlc a 
la si^mme des demi^rdoonées de la courbe imiiaic 4iux joints ex- 
ttéme^ A , B:^ or ^ queUe^ cpie soit la' couiiie înitiiâct, 9<%'&rdonnées aux 
points extrêmes scoiti toutes deux nulles ; donc -iWilonnéé pour le 
point E est nnlle^ a^ssi. Donc , au quart de ia . période , ou loiisquc 
la corde est à la moitié de sa vibr^ation , le milieu de -la coide se trouve 
^unle milieu de lia droite AB. 

•S'il s'agit de l'ordonnée d'un point Ç, pris d'une manière quel- 
conque sur a6, après avoir mené par ce point les lignes Qié^q et Qq^ 
jusqu'à ce qu'elles aient rencontre la droite AB dans des points ^j^t, 
pour lesquels les ordonnées de la courbe AMB soient respectivement 
qn , qlnK'^ il est évident i®. que les deux points ^ , 9' , seront placés 
à distances égalçs des deux extrémités A ^ Z? , car ces distantes -seront 
chacune é|[ales à 'QE -, a*, que l'une des lignes de consiruction aura 
éprouvé ji^nis x^éOèxion en.i/'', tandis <|ue l'autre n'en aura pas éprouvé j 
que , par conséquent , l'ordonnée qn doit - être prise avçc le sign^ 
négatif. L'ordonnée z de la surface au point Ç sera doiLC égale Ji 
q^rJ — qn ; cette ordonnée n^ peut donc être nulle à wqîus que 
l'on n^ait q'n' =^q^i c'est-à-dire yk moins que les ordgnnées delà 
courj^e initiale.pnses à distances égales des extrémités u^^ J^^aie^soicnt 
égales entre elles; ou enfin à moins que. la cogjrl)ie. initiale lue soit 
symétrique de part et d'autre de son milieu. 

Il suit de là que lû^snitte lu fignse iiiit4alevâe^la corde vibrante est 
symétrique de part et d'autre de son milieu , à la moitié de la duréts 
de sa vibraCon , tous tes points d^ ta corde sont en ligne droite , 
c'est-àrdire que dans chacune. des vibrations tous les points de la çordo 
passent en même tems par la droite AB^ mais que quand la courbe 
înifiale n'est pas symétriqiie , dans aucun instant de la durée de sa 
-til^atioa la corde ne se trouve en ligne droite y et ses différent points 
ne passent que successivement par la droite AB. ' ^ ^ 

Maintenant , si Ton opère pour un autre point Ç^ de la droite ab 
pt4s de l'antre cdté du milieu JE et à même distance que le point 
O, pour trouver l'ordonnée "2' de la suffece en ceoôint • il faut meuer 
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les Iîg^es de cons traction Ç'q et Ç'^'^g' jusqu'à leur rêncontfe avec 
la droite jélB. Or , il est évident que les points de rencontre a , 4/ 
sont les mêmes que . ceux qu'on trouve pour le point Q , avec cette 
.différence que c'est celle des lignes de construction qui n'avoit pas 
éprouvé de réfl^ôn dans le premier cas, qui l'éprouve dans le second^ 
et réciproquement; donc l'ordonnée au point Q^ est égale à qn^^ifnf \ 
c'est-à-dire est égale à celle du point Q prise avec le signe contraire. 

Il suit de là que lorsque la figure initiale de la corde vibrante n'est 
pas symétrique de part et d'autre de son milieu, à la moitié de sa 
vibraliioQ la figure delà corde est [ Fig. 6] une couirbê AiaEiJB dont 
les ordounces , prises à distances égales du milieu E , sont égales 
entre elles , et dont le point E est en même tems centre et j^oial 
«d'inflexion. 

[Fig. 5. ] Enfin soit PM la, plus grande ordonnée de Tétat initial; 
si par le point Pon mène les lignes de construction Ri^ii' et Pti jusqu'à 
ce qu'elles rencontrent la droite ab dans les points n, n^, ces deux points 
seront à égales distanxres de part et d'autre du ^int E^ et il est clair que 
leur intervalle sera égal à 2 PB; car on aura Pfl=:nE=En'. Cela posé, 
si l'on veut construire les ordonnées de la surface pour les points 
n , n' , il faut mener par ces deux points les autres lignes de cons- 
truction Tïy'TT et fty 'jusqu'à ce qu'elles rencontrent la droite jiB ; 
or , il est évident ^i ^, que ces deux dernières lignes rencontrent la 
droite y^iî dans le même point tt ; a®, que Ton allu^=: PB; donc^ 
les ordonnées de la surface aux points n , n' seront 

Un — II/» pour la première , 
et 

_ Prn — n/4 pour la seconde j;. 

elles seront par conséquent égales entre elles et de signes contraires. 

[ Fig. 6. } De plus, il est facile de voir que, de cesdeux ordonnées^ 
la première est un maximum ct.la seconde un minimum i donc la fir 
gure j4fjkEfJB que prend la corde ^u milieu, de sa vibration a deux 
ordonnées n/A et n'/*' égales entre elles. et de ,signes contraires, dont 
J'une est un maocimum et l'autre un inifiim.\im. Qa^ deux ordonnées sont 
de part et d'autre à égales distances du milieu £; la distance de chaciioe 



V 



(45?) 
d'elles an milieu est égale h PB y et riniervalle qui sépare ces deux or- 
données , plus grande et plus petite est =2 PB. 

Il seroit facile de pousser plus loin la discussion de la première 
demi-période , et de rechercher Tétat de la corde à d'autres inter- 
valles plus petits; mais tant que Tétat initial n'est pas déterminé , 
ces recherches ont peu d'intérêt, et nous en resterons là à cet égard. 

XVIII. 

Nous avons vu que la surface coupe le plan des oc , y dans les 
deux droites indéfinies AA^A^^... , BB^B'L.. et dans le centre E de 
chacune des demi-périodes j mais sous ce point de vue le centre E 
n'est pas isolé ; il est sur une courbe dans laquelle la surface coupe 
encore le plan des or, j-, et qu'il s'agit de construire. 

[ Fig. 7 . ] Pour cela , toutes choses lanalogues étant les mêmes dans 
la fig. 7 que dans la fig. 5 , soit menée la droite hk parallèle à AB 
et qui coupe la courbe AmB en deux points n , n! dont les ordonnées 
'pn , p^nf seront égales entre elles ; et par les pieds p yp' de ces deux 
ordonnées soient menées des lignes de construction. Cela fait, si dans 
la première demi-période Ton compare pour l'un de ces points la ligne 
de construction qui n'a pas encore éprouvé de réflexion avec celle 
de l'autre point qui en a déjà éprouvé une,' et réciproquement; et si 
Ton considère les. points dans lesquels ces deux lignes se coupent ; 
on aura deux solutions, c'est-à-dire que l'on trouvera deux points 
îT , w , qui seront tels que l'ordonnée z de la surface sera nulle pour 
l'une et pour l'autre ; car l'ordonnée du point ir est 

«=^W— ;^/i = o, 
et celle du point 7' est ' 

« =: — p'n! + ^n = o , 

or les deux points Vy ^ sont évidemment les sommets des angles 
diagonalement opposés d'un parallélogramme dont E est le centre ; 
donc ils sont en ligne droite avec le point E, et de part çt d'autre à 
égales distances de ce point. 

En opérant de la même manière poijr tant d'autres drokes hk que 
Ton voudra , on trouvera autant de systèmes de- points ^ ,' w', pour 
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lesquelt» rordonnce z de la surface sera nulle , et je Heu de tous ces poiats 
sera une nouvelle iutersection de la sur&ce par le plan des ^, r« 
G; lieu esc une courbe v^^Eir'u! passant par le jpoint £ qui eu est 
le centre, et par les points p'^ Uf »qiie détermine le pied P:dc la plus 
grande ordonnée de l'état initial JlMB.^. et U se renouvdJe d'une 
manière opposée dans la seconde deodtpérioda en vE^. Les points 
v^y n^ sont donc deux sommets de cette courbe places , 1 uu en-deça ^ 
l'autre "au-delà de la droite ab j et h égales distances de cette droite. 

U suit de là que dans le commencement de la durée de la vibration, 
et pendant tout le tems rq>résenté par Bu^^ aucun des poinis de la 
corde vibrante ne parvient à l'axe \^B. A la (in du tems Bu' ^ la 
figure de la corde , qui est la section faite dans la surface suivant 
la droite a'u' parallèle à JIB , ne coupe point encore la droite ^B 
[Fig. 8] ', mais elle la touche en B comme ^i^B ^ ce point de contact 
se change à l'instant en un point d'intersection gui se meut de B 
vers j4 : sa vitesse y qui commence, par être infinie , décroît rapidement 
jusqu'à la moitié de la vibration , époque à laquelle il se trouve, en .^, 
et sa vitesse est alors un mininmm. continue à se mouvoir 
vers ^ y ou il parvient à la fin du tems exprimé par Â^ ^ avec 
une vitesse qui , après avoir crû de plus en plus depuis le minimum 
en Ey est enfin redevenue infinie; et il prend pour un instant 
infiniment petit l'état de point de contact. Alors la figure de la 
corde qui est la section faite dans la surface suivant la droite v'y 
parallèle à AB [Fig. 7] cesse de couper la droite AB [Fig. 8}; 
elle la touche en A^ et devient A^iIB opposée à A^B. Ensuite la 
corde n'a plus aucun de ses points intermédiaires sur la droite AB , 
non-seulement pendant la dnrée du reste de k vibration , mais encore 
jusqu'à la fin du tems exprimé par Au [Fig. 7] « où elle reprend 
la figure AiJB [Fig. 8]> qui touche en A la droite ABy et oîi tout 
ce que nous venons de dire pour la première demi-période se renou- 
velle ^poor la^conde^ mais eai sèds contraire* 

XIX. 

£ Fig. Q. ] Jttsques ici nous avons si;^)po8é que lu carde vibrante 
éiûk lei^ipiaée à $es d«ax points êms A^JSy et dans 4:ette h^rpoUièse 
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BOQS am&S^vu, i*. que toute la surface qui est le lieu des diffcrcua 
états que la corde prend successiveudent , est terminée par les deux 
droites jéC , BEt prgbngéei iadéfînimem; du côté des j positifs , 
c'est-à-dire , du tems futur j a^ que cette surftce est composée de 
demi-périodes de môme <tendii|« diu^ le sen? d^j, dont deux con- 
sécutîves som opposées «a» eUe$^ et qui ^ de deux ep deux, sont 
égales et semblsdûeSi* Bfois H pput wrivar qpe la corde JB ne soit 
qf;*une partie d'une condç iodéfinip^^ vendue d'uuç^ manière uniforme, 
et dont les seul» paiûts ^, R , gêï^ft par de« ol^si^cles , ne puissent 
prend» de^ mouivcmeni; dan* ce fa«y si Von veut recoimolire Tciat 
de la corde pour tous les tems fotuys , il fwt cpwtruirp la surface 
4aps toute Vétendu« ou Ton pt^t Iç (aire d'après l'état initial et connu 
de la partie u^B de la corde. 

Qr , ip. d'apffès la génération de la surface , il est faicile de recon- 
BOilre (fu'cUe est cQmpoaée des deux demirpénodes qui se succèdent 
alternativement, tant dans le sens des x que dans celui desj^^ conune 
on le voit dans la figure 9 , oii n^us avons marqué du n°. i les 
parties du plan des x , j^ qui correspondent aux demi-périodes égales 
..à 1% première V et du n°. :> les parles de ce plan qui correspondent 
aux demi-périodes égales à 1^ secopdjs; a«. d'après la construction 
par points , il est évident que si , par les points A^B ^ on mène 
les droites AA^A^^^ et BB'B'^ projections de deux caractéris- 
tiques afférentes , on ne peut , d'après Téta t initial à MB de la seule 
partie AB , construire de nouvelles pt>rtions de la surface que celles 
qui sont en avant des deux caractéristiques. 

Donc la surface prolongée indéfiniment en arant ^ mais terminée. 
en arrière par la courbe initiale ARfB , et par les deux caractéris- 
tiques divergentes , menées en avant par les deux points A , B ^ 
contient tous les états par lesqueb passe successivement la corde 
indéfinie lorsque sa partie AB a été mise en v^)ration. 

' Ainsi l'état initial de la corde emière étant çAAMBSy après l'in- 
tervalle d'une demi -période, c'est-à-dire, à la fin de la première 
vibration , la corde aura la figure çA^ A^MfMMB^ S^ \ après une période 
entière , c'est-à-dire , à la fin de la seconde vibration , elle aura la 
figure <A^^A^^M}^ W^JSfK Au milieu d'une des vibrations , elle sera , 
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comme on le voit en UV , composée elle-même de périodes «em* 
blables et égales à celles qui [Figure 6 ] est représentée par ^f^E^^B. 

Il suit de là que, lorsqu'une partie AB d'une corde indéfinie a été 

mise en vibration , le mouvement se propage de part et d'autre des 

extrémités A^ B^ avec une vitesse telle, qu'après un intervalle de 

1 tems égal à la durée d'un nombae qudconque m de vibrations , il 

' a parcouru de part et d'autre un espace égal à m fois la longueur 

AB de la partie mise en mouvement ^ mais , pendant chaque vibra* 
j tion , ce mouvement n'est pas uniforme , il est intermittent , comme 

nous avons vu dans l'article précédent que l'étoit celui du p<Hnt d'In- 
tersection de la corde vibrante avec la droite AB. 

Donc , si , d'après le ton que produit la partie vibrante AB de 
la corde , le nonïbre des vibrations qu'elle fait par seconde est m ;* 
et si l'on nomme A la longueur AB , l'espace que la vibration 
parcourra de part et d'autre sur la corde indéfinie dans une seconde 
sera exprimée par mA. 
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Nous ne pousserons pas plus loin ces conséquences qui , quoiqu'elles 
soient rigoureuses lorsqu'on ne s'occupe que de la constructioja de 
l'équation générale 

? =5 ♦. (7 + ^^ ) + * (^ — ' «^ ) > 

pourroient induire en erreur si on les appllquoit sans réserve aux 
phénomènes des cordes vibrantes. En effet , cette équation n'exprime 
le mouvement d^ la corde vibrante que dans l'hypothèse des excursions 
injfîniment petites ; or , dans la nature , les excursions*, quoique peu 
considérables , np sont jamais infiniment petites , car le son qu'elles 
produiroient alors seroit si foible, qu'il seroit imperceptible à nos 
sens. Donc les conséquences que Ton tire de l'équation précédente 
ne doivent être regardées que comme approchées par rapport aux 
phénomènes de l'acoustique. 

XXI. 

Nous teraiinerons, en observant que s'il s'agissoit de construii-e 
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en relief la surface dont Téquation est 

pour ^es conditions analogues à «elles des cordes vibrantes > et pour 
un état initial donné , il sera très-commode de Texécuter en pl&tre , 
et de la pousser comme une moulure dont le profil seroit. une des 
4euit caractéristiques que Ton ferott mouvoir le long de Tautre. 

Dans ce cas , 3 seroit encore plus simple de n^exécuter de cette 
manière que la seule première demi -période de la surface, d'en 
prendre la contre-épreuve^ ce -qui produircHt la secoade demi-période ; 
de tirer ensuite de chacune de cc^ demi-périodes m «eriain nondire 
de pldires qu'on placeroit enfin alternativement les uns h côté des 
autres , comme il est indiqué dans la ûg. g: 

C'est ainsi que dès k première année de TEcole Polytechnique (l 'jgS)^ 
nous avons fait exécuter en relief cette surface , en supposant que 
l'état initial fût composé de deux droites inégales entre elles* Ce 
relief existe encore dans la collection de l'Ecole , et on peut le con- 
sulter pour étudier la sorfâce d'une manière tdus lacHer 
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